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Lucrarea conţine probleme din fizica predată în liceu. Se adresează elevilor 
din liceu, celor care se pregătesc pentru treapta a Il-a de liceu, pentru examenul 
de bacalaureat și pentru examenul de admitere în învățămîntul superior. 

Pe lingă problemele ,,obișnuite” rezolvabile cu ajutorul algebrei şi trigono- 
metriei, care se învaţă în prima treaptă de liceu, lucrarea conţine probleme de 
fizică de nivel mediu (notate cu asterisc *), rezolvabile cu ajutorul calculului dife- 
rențial şi integral, care se învaţă în treapta a doua deliceu. Elevii din clasele 
terminale de liceu știu să deriveze și să integreze funcţii chiar mult mai complicate 
decit cele necesare pentru fizica de liceu, dar nu știu să aplice aceste cunoștințe 
la rezolvarea problemelor de fizică. De aceea autorul dă rezolvări foarte amănun- 
țite pentru aceste probleme. Astfel de probleme vor învăţa pe elevi să aplice 
acest minunat instrument matematic la rezolvarea problemelor de fizică de nivel 
mediu, învăţindu-i să facă raționamentul de bază, fizic și matematic, pentru 
scrierea relațiilor diferenţiale ale proceselor sau fenomenelor fizice studiate. Aceas- 
tă parte poate fi folosită și de studenţi la cursurile de fizică generală. Breviarele 
se referă în special la aceste probleme. 


La sfirşitul cărţii se dau Tabele utile de constante fizice. 
* — probleme rezolvate amănunţit cu ajutorul derivatelor (cl. XI). 
** — respectiv cu ajutorul integralelor (cl. XII). 
(*), *) — probleme care conţin și o rezolvare fără derivate, respectiv fără integrale. 


Vol. 1. Mecanică : 556 4 37% + 98** — 691 probleme. 
Urmează vol. II. Termodinamică, vol. III. Elcetricitate, vol. IV. Optică și Fizică 
atomică. 
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—— INTRODUCERE 


Citeva observaţii generale privind rezolvarea problemelor notate cu 
asterisc «e (unele din ele, notate cu asterisc în paranteze, se pot rezolva 
cu matematici elementare). 

Mărimile fizice sînt de obicei variabile în spaţiu, de la punct la punct, 
și în timp, de la un moment la altul, adică sînt funcţii de coordonate și 
timp : î(7, y, 2, t). Pentru a scrie relaţii „globale” pentru fenomene şi 
procese avind loc într-un volum oarecare şi într-un interval de timp oare- 
care ar trebui folosite valori medii — mediate pe volumul şi intervalul 
de timp respective. Dar însuşi calculul acestor valori medii implică folo- 
sirea calculului integral. De aceea se studiază întii procesele „local”, 
ulică într-un anumit punct (z, y, 2) și într-un anumit moment î, mai exact 
intr-un element de volum dV situat în punctul considerat (2, y, 2) (adică 
intr-un volum AV infinit de mic — infinitezimal — care tinde către zero, 
restringindu-se la punctul considerat) și într-un interval de timp infinite- 
zimal dt în jurul momentului considerat t (adică într-un interval At infinit 
mie — infinitezimal — care tinde către zero, restringindu-se la momentul 
considerat 1). Se stabilesc apoi relaţii „„diferenţiale” între diferenţialele 
mărimilor interesate și însfirșit se integrează (,,sumează”) ecuaţiile diferen- 
țiale obţinute pe volumul şi intervaiul de timp dorite. 

n locul cuvintelor: „mărime infinit mică” (,„infinitezimală”), dife- 
rențiala unei mărimi, vom folosi cuvintele : „element de ... ” sau ,, ...ele- 
mentar(ă)”, de exemplu : element de arie dS sau element de volum dV, depla- 
sarea elementară d7, lucrul mecanic elementar d[L = FAT sau dL = păV eteo- 
tuat; intr-o deplasare elementară sau într-un proces elementar de destin- 
dere a unui gaz, etc. 

lată citeva exemple simple : 

a) Fie o substanţă distribuită neuniform într-un vas. Raportul 


p = m|V (0.1) 
dă densitatea medie pe volumul V. Pentru a obţine densitatea intr-un 
punct dat considerăm un element de volum dY situat în punctul dorit, avind 
masa dm. Atunci raportul 

dm 
= — = e(x,y,z 0.2 
| P ay (2, 9, 2) (0.2) 
ne dă densitatea în acel punct. Luiînd diferite puncte obţinem densitatea 
e(7;Y,2) ca funcţie de punct. Invers, cunoscind densitatea p(x, y, 2) cu 
care este distribuită substanţa, putem calcula masa oricărui element 
de volum: 


dm = pdV = p(z, y, 2)4V (0.3) 
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şi prin integrare (sumare) pe volumul dorit, găsim masa totală : 
m = jam == | odV | p(z, y, 2)4V. (0.4) 


V 
b) Să calculăm lucrul mecanic efectuat de un gaz perfect într-o trans- 
formare izotermă. Să considerăm întii un proces elementar de destindere, 
adică un proces în care parametrii (p, V) de stare se schimbă infinit ae 
puţin (presiunea p se schimbă cu dp, volumul V cu dV). Lucrul mecanice 
elementar efectuat într-un proces elementar de destindere este 
dL = pdV, (0.5) 
de unde într-un proces finit de destindere de la volumul iniţial V, pină 


la volumul final V, (fig. 0.1): 
. | în 


PE țar = Înv. (0.t;) 


V, 


fig 01 


Nu avem voie să scoatem presiunea p de sub semnul integralei decit 
dacă p ar fi constantă. Pentru a face integrarea trebuie să exprimăm presi- 
unea p în funcţie de volumul V. Din ecuaţia de stare avem 


p = vRI/V, (0.7) 
deci 
V, E a Ă 
il ARE aie satele erati Da (0.8) 
A 4 V, 
Wa PV 


(am scos de sub semnul integralei mărimile constante v, R, 1). 
c) Fluxul magnetic îmbrăţişat de un circuit variază după legea: 


P = Posin (ot + a). (0.9) 
Să aflăm t.e.m. indusă ca funcţie de timp. Formula 
Ab 
Be (0.10) 
At 


ne dă t.e.m. indusă medie și anume mediată pe intervalul de timp At in 
care fluxul a variat cu Ab. 'T.e.m. instantanee la un moment î se obține 
luînd un interval At infinit de mic în jurul lui t (care descrește, tinde câtre 
zero în jurul lui 1) și caleulind variaţia infinitezimală corespunzătoare a 
fluxului, cu alte cuvinte făcînd trecerea la limită: 
i see e Mia E aa ea %(t) = a ia —%d, (0.14) 
A/—=0 Al dt 


deoarece limita raportului dintre creşterea (variaţia) funcţiei și creșterea 
(variaţia) variabilei independente reprezintă derivata acelei funcții în 
raport cu variabila respectivă. Punctul deasupra unei litere înseamnă 
derivata acelei mărimi în raport cu timpul (notația lui Newton folosită mai 
ales în mecanică). 

Pentru funcţiile de o singură variabilă : 


df = î'(2) da, (0.12) 
adică derivata se reprezintă ca raport de diferentiale: 
ia A. (0.13) 
dz 
În cazul nostru derivăm ca funcţie de funcţie: 
p b 
5 = — ud i sania casă pă Ea) = Pycos (ot + a): (0.14) 
dt d(ot + a) dt 


d) Numărul de nuclee care se dezintegrează într-un interval de timp 
infinit de mic di este proporţional cu numărul de nuclee nedezintegrate 
N existente în acel moment t şi cu intervalul de timp infinitezimal di 
considerat : 

(UN = — Nat, A — constanta radioactivă (0.15) 


(pentru intervale At mari nu mai există proporţionalitatea amintită), 
minusul se datorește faptului că numărul nucleelor nedezintegrate scade 
în timp, deci AN < 0. Am obţinut o ecuație diferențială, adică o relaţie 
între funcţia (necunoscută), variabila (independentă) şi diterenţialele 
lor. Un eaz trecvent şi important este cazul separării variabilelor. 'Trans- 
criem ecuaţia diferenţială astfel încît într-un membru să apară funcţia, 
şi diferenţiala sa, iar în celălalt membru — variabila independentă și 
diferenţiala sa (constantele pot fi lăsate în oricare membru), pentiu a 
putea integra separat fiecare membru în raport cu variabila sa (Metoda 
separării variabilelor). 

Separăm deci variabilele în ecuaţia (0.15) și integrăm de la 1=0 
cind numărul nucleelor nedezintegrate este N, pină la un moment ? 
oarecare cînd numărul nucleelor nedezintegrate este N : 


i 


: Li 
a ar, Po Dare aţa dou 
N X - 
In—-— = — A, de unde N = Noe, (0.17) 
Ne 


Se puate face integrarea nedefinită (cele două constante de integrare 
aditive se restrîne la una singură) : 


In N = —2A+ 0, (0.18) 


unde constanta de integrare 0 se determină din condiția inițială : la momen- 
tul t = 0 numărul nucleelor era N, deci 


IN Na = —1A*0+ 0, de unde C = In, (0.19) 
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In N = — A+ n Ne, Lira = —M, VW= Ne. (0.20) 
d E 


De multe ori este preferabilă integrarea nedefinită în care constanta de 
integrare se determină din condiţiile iniţiale sau la limită, 

Amintim două teoreme utile: 

1. Dacă suma a două mărimi variabile este constantă, atunci produsul 
lor este mazim cînd ele sînt egale. Geometrie : Dintre toate dreptunehiurile 
izoperimetrice aria maximă o are pătratul. 

2. Dacă produsul a două mărimi variabile este constant, atunci suma 
lor este minimă cînd ele sint egale. Geometrie : Dintre toate dreptunghiurile 
de aceeași arie perimetrul minim îl are pătratul. 
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—— BREVIAR 


Veetorul deplasare AF == 7, — Tr, are drept componente deplasările 
pe axele de coordonate: Ag == 2, — a, AY = Ya — Vu. Raportindu-le 
la intervalul de timp At obţinem viteza medie şi trecînd la limita At — 0, 
obținem viteza instantanee (tangentă la traiectorie) : 


3 see ema a Ea 70) =î, 
Ar-0 Af di 
da Ș dy Ă 
ps = 0(l)= 9, 0, = —=y(=y. (1.1 


Componentele vectorului viteză pe axele de coordonate ortogonale sint 
egale cu derivatele coordonatelor respective în raport cu timpul. 

Analog, componentele vectorului acceleraţie pe axele de coordonate 
ortogonale sint egale cu derivatele componentelor respective ale vitezei, 
în raport cu timpul, sau cu devivatele de ordinul doi ale coordonatelor 
respective în raport cu timpul: 


d = lim d = Eu == 9, 
A-0 Al di 
îi a 00. elit) e bg e die î (1.2) 
7 dt Ea E ) 
do : . zi d 
a, = — = oy(i) = 0, = y (=. 
di | 
Derivata de ordinul doi se scrie cu ajutorul diferenţialelor asttel : 
df AE d 
(2) = = = —-f sau (...j =—(...) (1.3) 
da da (Je da 
d i N 
deci pa este „operatorul” de derivare în raport cu z. 
dz 
Ș Ș PR d f(df) d2f 
(a) => [i(a) le = tra) = —— (3,)= E ge) 
da dz |ldz da” 
În cazul unidimensional vom omite indicii : 
dz S do : da i: 
== — = 2) = 8, a=-— = 91) = 0 = 9) — = 3 1.5 
di dp 0) Pre la o Pai 
de unde 
dz == at, de=uadi (1.6) 


ŞI prin integrare: 


x = (az = (rau Cl = (ao = (aa: (1.7) 
” Sa J Ei 
În cazul mişcării circulare neuniforme viteza, liniară și cea unghiulară 
sini 
As 3 
o = lim —— ză = $(t) =, 
Ar-0 At di 0.3) 
„AO __d0 : i 
o = lim -— = d = 0'(0) = 6, 
Aro Al dt 
s= 0R, si) = O(DR sau v=—oR, (1.9) 
de unde 
= 
ds = vdi, s= | ds = (rar, d0 = od, =fao = | odt. (1.10) 
Acceleraţia se descompune în” componentele normală şi tangenţială : 
zi AB 2 do d25 
Q = — Aa=— = o02R, 0, =—= 8'(î) = —— = eh I.L] 
di , Li R ți Li d! ( ) de ? ( ) 
unde e este acceleraţia unghiulară : 
de i 2 e 
£ = rar mari o'(1) = 4) == 9'"'() =— d id — 0. (1.12) 
di di? 


Mai general, într-o mişcare curbilinie oarecare acceleraţia se descom- 
pune în componentele tangenţială și normală : 
dă "> dy d?s a p? 
— 9 W= = 9) = 35, a=—, (1.13) 
dt d! = di? R 
unde P este raza de curbură a traiectoriei, care se defineşte prin elementul 
de arc de curbă ds raportat la unghiul d0 (în radiani) subintins, detinit 
de normalele marginale la arcul ds (sau unghiul dintre tangentele mare: - 
uale), ca în fig. 1.1.: 


a = 


R = i , (ds= RAO), (1.14) 


adică arcul ds este aproximat cu un element de arc de cerc (corcul de cur- 
bură) de rază R cu centrul de curbură C care subinținde un unghi la 
centru d. 
+ 
Imerul mecanic elementar dL etectuat într-o deplasare elementară 
dr de o forţă /' este detinit prin produsul scalar : 
AL = Far =7P,as, (|ar|=|ds)), (1.15) 
unde F, este componenta tangenţială a forţei şi ds deplasarea elementară 
pe traiectorie. În cazul unidimensional: 


dL= FA, LL == (ao. (1.16) 


Din principiul II al mecanicii rezultă teorema variației impulsului 
pentru punctul material : 


LE) Liri 
F at = mă, |» d! = fm dE = mă — mdy (1.17) 
Li v, 


care proiectată pe axe dă ecuațiile algebrice : 


h î3 
(r. CI == Mbs — Ma) (e, di = May — MeCyye (1.18) 
TA i 


Energia potenţială a unei particule supuse la torţe conserratire se 
defineşte prin lucrul mecanic al acestor torţe: 


dE, = — d, țar, = AD, = -ja = — Li (1.19) 


Alegînd un punct de referinţă P, (de obicei, la infinit) în care considerăm 
E, = 0, avem pentru un punct P: 
P 
E, = — | dL = — Lpyar. (1.20) 
ie 
De exemplu, energia potenţială de interacţiune gravitaţională a două 
particule (sau sfere omogene): 
Lă Lă Ed 
. i: aaa Rn dr 
e a. P AF = — | — sp dm = mn SE e 
; 2 p2 


Lă 


1. vi No 
— g / Myo Pomi | —— Y cepe Pe 
a „ea i în 


Teorema variației energiei mecanice a unei particule supuse la torţe 
„onservative și la forţe neconsestative : 


ABE = A(B, + E,) = Laecons, (1.22) 


(i.12 


Momentul de inerție al unui sistem de particule faţă de o axă: 
I = Smuki, 
k 
unde Je, sînt distanţele particulelor respective m, pină la axă. 


În cazul distribuţiei continue în locul particulei m, avem elementul de 
masă dm =— pdV cu distanţa h pină la axă: 


I = | ran = (ne dV, (1.24) 
unde p poate îi scos în atara integralei numai dacă este constant, adică 
pentru corpuri omogene, cînd integrala devine pur geametrică, 


Teorema lui Sleiner. Momentul de inerție 1 al unui corp faţă de o 
axă oarecare este egal cn momentul de inerție 7, al corpului faţă de o axă 


(1.23) 
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paralelă cu cea dată dar trecind prin CM plus masa corpului inmulţită 
cu pătratul distanţei CM pină la axa dată: 
I = Î3+ m. (1.25) 
În cazul rotației în jurul axei fixe: 


M= Ie, P= Mo, Pâdt=AdL= Modt= Mă0, L=|Ma0, (1.26) 


unde P este puterea şi M momentul forţelor în raport cu axa de rotație. 
x 
Valoarea medie a unei mărimi f(!) pe un interval (&, te) este acea 
valoare constantă care dă aceeaşi arie de sub grafic ca şi mărimea varia- 
bilă însăşi (fig. 1.2): 


A SE | ro a Iţau a ERE fă. aa) 
4 Vie pIl 


Valoarea medie depinde de intervalul pe care se mediază. Pentru mărimi 
periodice valoarea medie se in de obicei pe o perioadă (dacă nu se specifică 
altfel). 
Proprielățile valorilor medii : 
const = const, const: f =const.f, f+9=f+3, (1.28) 
dar în general: 


f-y pa Î-3, (1.29) 
unde avem semnul egal numai dacă mărimile f, g sint independente (statis- 
tie necorelate sau necoerenve). 

Dacă o mărime variază liniar în funcţie de un parametru, atunci valoa- 
rea sa medie în raport cu acel parametru este egală cu media aritmetică 
dintre valorile inițială și finală ale acelei mărimi. De exemplu în mişcarea 


i : ata 1 
uniform variată v = votat şi atunci î= "z2 (04 + 22), 
Bxemple : 
147 
a 1[. "1 dz 
Sin (ot'+ a) = “p | sin (ot + a) di = — ai COS (o t+ a.) în fe 


4 


ii — = leos (ot + oZ + a) — cos(ol + a)] = 0, (07 = 2n), 
6 


cos (ot + a) = 0, (1.30) 
ceea ce era evident din interpretarea grafică a valorii medii. 
sin? (ot + a) = pg = az cos (2ut + 2a) = zi 
(1.31) 


wo] 


cos?(ot + a) = 


sin (0-4 a) sin(ot + 6) = cos (ot +a) cos(ot +6) = = cos (a — f), 
(1.32) 
sin (at a) cos (at FB) = sin (a ce Bi, 
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Media unei bucle („alternanţe”) de sinusoidă : 


ry2 Pa 
———10.7h 1 E E E 
sin „0 Ti2) = | POI e ie arii —_——. 1.33 
sin 7/3 sin ot d pp a a Fa ( ) 
D 
Pentru un oscilator armonic: 
] I E 
A = E m02 = men mo?A? cos?(ot + a), E, = —— mu? A? = re: 
| 1 a d 1 c 2; : 
E, = ps la? = E? A 2? sin?(ot - a), B, = "a RA? == ră , (1.34) 


x — 


1 L 
k = în02, E= B+ E, = — kA: = Fa mozA? =— const. 


b> | 


Scriind P = — ka = ma — mă, obținem ecuația diferențială a oscilato- 


rului armonic : 


îi dir , 
t+o2z=0 sau Fr + uz =. (1.35) 
E A E i 


Li 


=== Voi. 1. MECANICA === 


1.1. PRINCIPIILE 
MECANICII 


1.1.1. Un fir rezistă la un corp atîrnat de masă maximă m, = 80 kg 
în cazul ridicării corpului cu o anumită acceleraţie şi la masă maximă 
ma == 12,0 kg în cazul coboririi cu aceeaşi (în modul) acceleraţie. Care este 
tensiunea de rupere a firului ? 

1.1.2. Un camion de masă m, = 3,0 t tractează accelerat o remorcă 
de masă ma = 2,0 t. Forţa de tracţiune dezvoltată de camion P = 2,5 kN. 
Considerind că forţele de rezistenţă sînt proporţionale cu greutăţile, aflaţi 
iorţa de tensiune din cablul orizontal de seinoreare. 

1.1.3. Două corpuri de mase m, = 0,100 kg, ma = 0,300 kg, legate 
printr-un ir, sînt trase în jos cu o acceleraţie a = 19,8 m /52, ca în figură. 
Allaţi forţa de tiacţiune P şi tensiunea di fir. 


Fi Ag AI 


1,444. Un corp de masă m, este tras în sus cu o forţă P. De acest corp 
este prins un alt corp de masă ma prin intermediul unni lanţ de masă 
mo că în figură. Allaţi tensiunea din lanţ la o distanţă de 7, egală cu o 
tracțiune f din lungimea lanţului. 

1.1.5. Două baloane meteorologice sferice de diametre egale dar de 
mase fliferite : m, = 3,00 kg, na = 1,09 kg sînt legate între ele printr-un fir 
lung și coboară liber vertical în atmosferă liniştită de la o înălțime mare. 
Care va fi tensiunea, din fir după un timp suficient de lung? 

1.1.6. Ciutura unei fintîni, umplută cu apă de volum Y = 1040 L, 
are un orificiu prin care curge apă cu debitul g = 0,100 L/s. Ciutura este 
ridicată uniform la suprafaţă în timpul 7 = 10,0 s, dar imediat se ruţe 
sfoara, și ciutura cade inapoi în fintină de adincime h = 4,9m. Cită apă 
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va conţine ciutura în momentul cînd ajunge în fundul fintinii? (Se negli- 
jează frecările cu aerul). 

1.1.7. Un dinamometru este format din doi cilindri coaxiali legaţi 
printr-un resort de masă neglijabilă. 'Prăgind de cirlige cu forţa P, = 13,0 
N, respectiv Fa = 4,0 N, dinamometrul arată forța P = 10,0 N. Aflaţi 
raportul maselor cilindrilor. 

1.1.8. De tavanul unui vagon este suspendat un corp de masă m = 
= 2,00 ke prin intermediul a două fire de aceeaşi lungime asezate sime- 
trie în planul vertical al mişcării, cu unghiul de deschidere 2 = 60. 
Care vor fi tensiunile din fire atunci cînd vagonul frinează cu acceleraţia 
a = 10,0 m/s2? 

1.1.9. Într-un vagon, de două puncte de pe tavan, situate pe direcţia 
orizontală de deplasare a vagonului, se află suspendat un fir ideal trecut 
printr-un inel greu care lunecă tără frecări pe fir. Cind vagonul este în 
repaus unghiul dintre tirele de suspensie a inelului este = 60. Ce accele- 
raţie trebuie să aibă vagonul pentru ca inelul să se găsească în echilibra 
relativ chiar pe verticala unuia din punctele de suspensie ale tirului? 

LE . În schema din figură se dau : m == 0,200 kg, a = 30. Sistemul 
se mişcă cu accelerația a = 2,20 m/s? în sus. Se neglijează frecările. Aflaţi 
forța de apăsare pe planul inclinat şi tensiunea din îir. 

Z 


Fgtite fig tt 


1.1.11. Pe un plan înclinat de unghi « = 30% poate luneca fără îre- 
care un cărucior de masă m, = 10,0 kg. De cărucior este suspendat printr-un 
fir un corp de masă mp=—40,0 kg ca în figură. Căruciorul este ţinut în repaus. 
Care va ti tensiunea din fir imediat după ce i so dă drumul căruciorului? 

1.142. În sistemul din figură se cunosc masele ma și forța P. Seri- 
peţii sînt ideali şi frecările sint neglijabile. Aflaţi viteza relativă la momentul 
t a unui corp faţă de altul, dacă vitezele iniţiale au fost nule. 


Fig 117 


fa 4tr2 


1.1.13. În sistemul din figură, fără frecări, aflaţi 7,. Se dau: m = 
= 2,00 kg, Am = 1,80 kg. 

1.1.14. Două seturi de eorpuri de mase egale M = 1,00 kg (inela- 
siv masa talerului) sînt legate (talerele) printr-un fir trecut peste aan seri- 
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pete ideal. De pe un taler se scoate un corp de masă m, = 100 g, iar pe 
celălalt se așează un corp de masă m,. Calculaţi m, astfel ca tensiunea 
din fir să fie cea iniţială. 

1.1.15. Peste un scripete ideal, fixat de tavan, este trecută o sfoară 
avind la un capăt un corp de masă M = 1,50 kg, iar la celălalt o bară 
de care este agățată o pisică de mată m = 1,00 kg, totul fiind în repaur. 
Cu ce acceleraţie (faţă de Pămînt) trebuie să coboare pisica pentru ca 
scripetele să nu apese asupra lagărelor sale? 

1.1.16. In sistemul din figură scripeţii sint ideali, m, = 1,50 kg, 
Na = 2,00 kg. Aflaţi acceleraţia a, și tensiunea 7. 

1.1.17. Ce relaţie trebuie să existe între masele m, a pentru ca în 
sistemul din figură (cu scripeți ideali) corpul 7, să rămînă în repaus față 
de Pămint? ED e 


Pip 2 Fa Fa: 

1.1.18. Două corpuri de mase m, = 2,00 kg şi m, = 1,80 kg sint 
suspendate prin fire și printr-un scripete ideal ca în figură. Unul din 
fire este tăiat la locul indieat. Care vor fi acceleraţiile corpurilor? 

1.1.19. a) Peste un scripete care coboară vertical cu acceleraţia a, 
este trecut un fir ideal avind la eapete două corpuri de mase ma avind 
acceleraţiile a, faţă de Pămînt. Stabiliţi relaţia dintre acceleraţii. 

b) Aflaţi acceleraţiile corpurilor din figură (scripeţii sînt ideali) și 
tensiunea din firul trecut peste cei trei scripeţi. 


1.1.20. În sistemul din figură scripeţii sînt ideali şi masele m, = 
== 1,00 kg, ma = 1,00 kg, ms = 2,00 kg. Aflaţi tensiunea din firul 
eare înfășoară cei trei scripeţi. 

1.1.21. Pe un semicilindru sint așezate două corpuri mici de mase. 
m, = 2,00 kg, m, = 6,00 kg legate între ele printr-un fir, ca în figură. 
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Lăsind corpurile libere acceleraţia în acest moment este a = 6,00 m/s?. 
Care va îi acceleraţia iniţială dacă așezăm corpurile simetric? (Frecările 
sint neglijabile). 

1.1.22. O picătură de ploaie cade vertical. Ea întimpină din partea 
aerului o forță de rezistenţă proporţională cu viteza. În momentul cind 
viteza picăturii era 7, = 2,5 m/s, acceleraţia ei era a, = 4,9 m/s?. Lîngă 
suprafaţa Pămîntului picătura nimereşște pe geamul lateral al unui vagon 
lăsind o urmă înclinată cu unghiul a = 60” față de verticală. Aflaţi viteza 
vagonului. 


1.2. CINEMATICA ȘI DINAMICA 
PUNCTULUI MATERIAL 


== Mişearea reetilinie uniformă 


1.2.1. Un tren se mişcă cu viteza v = 54 km/h spre Vest. Un călă- 
tor de pe platforma vagonului simte vintul suilind dinspre Nord. Cînd 
viteza trenului se dublează, călătorul simte vintul suflind dinspre Nord- 
Vest. Care este viteza și direcţia vîntului faţă de Pămînt? 

1.2.2, Două trenuri merg paralele în sensuri opuse cu vitezele 
v, = 13 km/h, %, = 36 km/h. Din primul tren se aruncă spre al doilea 
un pachet cu viteza relativă v — 8,0m/s5, orizontal şi perpendicular 
față de primul tren. Aflaţi viteza relativă şi unghiul ei faţă de al doilea 
tren. 

1.2.3, Un călător aflat într-un tren de lungime 1, = 900m, care 
se mișcă cu viteza 7, = 54 km/h, vede un timp î;, = 60s un tren vecin 
de lungime 1, = 600 m care merge paralel cu primul tren şi în acelaşi 
sens, Cit timp va vedea fiecare călător trenul celălalt, dacă trenul al doilea 
se va mişca în sens opus cu aceeaşi viteză? 

(*) 1.2.4. Un elev înoată cu viteza v, = 0,50m/s. În ce direcţie faţă 
de normala la țărm trebuie să înoate spre celălalt mal pentru ca apa 
care curge cu viteza 1, = 1,00 m/s să-l deplaseze cit mai puţin la vale? 

1.2.5 a) Cum trebuie orientată o barcă pentru a ajunge la malul 
opus al unui rîu, indiferent în ce punct dar în timpul minim? 

b) Ce viteză minimă a bărcii este necesară şi cum trebuie orientată 
pentru a ajunge pe malul opus al riului într-un anumit punct fix dat? 

1.2.6. Steagul de pe catargul unei nave formează un unghi a = 
= 60 cu direcţia navei, cînd nava are viteza v = 20 km/h. Dublind 
viteza navei, unghiul devine a, = 30”. Aflaţi viteza vîntului. La ce viteză 
a navei steagul va sta perpendieular pe direeţia navei? 
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1.2.7. În gara Ploiesti (s, = 60 km de Bucureşti) se află în repaus 
un tren. Din gara Bucureşti pleacă în direcţia Ploieşti-Braşov un tren cu 
viteza +, = 50 km/h. După tb, = 1,5 h de la plecarea acestuia, pleacă și 
trenul din Ploieşti spre Brașov cu viteza t,==60 km/h. După cît timp și 
unde se vor întiini trenurile, leprezentaţi pe aceeaşi diagramă legile 
mişcării, 

1.2.8. O barcă cu motor parcurge pe un rîu distanţa de la portul A 
la portul B în m =1,5h și înapoi în re = 3,0h, avind aceeași viteză 
faţă de apă. Cu cit timp mai tirziu trebuie să plece această barcă din A 
spre a întilni o barcă identică care pleacă din B spre A astfel încît 
după întilnire cele două bărci să se întoarcă înapoi fiecare şi să meargă pe 
apă durate egale? 

1.2.9. Din două localităţi A și B pleacă simultan, reetiliniu uni- 
form, unul spre celălalt, doi biciclişti. După întîlnire, primul biciclist 
după 4 = 10 min ajunge în B, iar al doilea parcurgînd s = 6,0 km în 
i, = 40 min ajunge în A. Aflaţi viteza primului biciclist, 

1.2.10. Undeva la mijlocul Mării Negre, pe fund, s-a instalat un 
microfon. În apropierea microfonului, pe fundul mării, considerat plan, s-a 
produs o explozie. Intervalul dintre primul şi al doilea semnal înregistrat 
de microion a fost 7, = 1,00 s, iar între primul şi al treilea (slab) 7, == 
= 300 s. Știind viteza sunetului în apă e = 1,5 km/s, aflaţi la ce distanţă 
de microton s-a produs explozia şi la ce adincime. 

1.2.11. Un om aflat la distanță de o șosea observă la un moment dat, 
gub un unghi a = 75 față de normala la şosea, un camion venind cu 
viteza 2, = 10,0 m;£, ca în figură. Sub ce unghi f faţă de normala la șosea 


V 


7 Fig tt 
trebvie să alerge rectiliniu omul cu viteza v = 3,0 m/s pentru a putea 
intilni camionul ? Cu ce viteză minimă trebuie să alerge omul pentru a putea 
intilni camionul ? 

(1.212; Un autoturism se miscă cu viteza v, = 22 m/s în spate: 
unui autocamion care are viteza v, = 15 m/s. Cind distanţa dintre autotu- 
rism și autocamion devine d, = 30 m, conducătorul autoturismului se 
angajează în depăşirea autocamionului, dar observă în același timp un 
autobuz venind din sensul opus cu viteza v3 = 18 m/s. Ce distanță minimă 
d, trebuie asigurată între autobuz și autoturism pentru a efectua în sigu- 
ranţă manevra de depășire, astiel ca, după depăşire, autoturismul să 
fie la distanţa de = 40 m în faţa autocamionului? p/ 

1.2.13. O coloană de sportivi de lungime 2 aleargă cu viteza e. În 
întîmpinarea lor fuge un antrenor cu viteza w. La întilnirea fiecărui sportiv 
cu antrenorul, sportivul o ia imediat înapoi cu aceeași viteză n. Ce iun- 
gime va avea coloana după ce antrenorul ajunge la ultimul sportiv ? Dis- 
cuţie. Care SC este mai convenabil ? Caz particular :u = e. 

1.2.14. Pe o şosea merge o coloană de automobile cu viteza o = 72 km/h 
fiecare automobil avînd lungimea ! = 4,0 m şi păstrind distanţa d = 20 


16 


m între automobile. La întilnirea cu o masină a Poliţiei venind în întîm- 
pinare cu viteza u = 54 km/h, fiecare şoier reduce viteza la w = 36 km/h. 
Care va îi noua distanţă d' dintre automobile? Care SU este mai conve- 
nabil pentru rezolvare? Care trebuie să fie distanța d minimă necesară, 
respectiv viteza v' minimă? Dacă lungimea coloanei era L = 460 m, care 
este noua lungime // a coloanei? 

1.2.15. Două avioane zboară unul spre celălalt cu aceeaşi viteză v = 
== 504 km/h fiecare. Care va fi distanța dintre avioane în momentul 
cînd un semnal sonor (c = 340 m/s), emis de un avion și reflectat de celă- 
lalt, se întoarce înapoi la primul după un timp 7 = 688? 

12.16. Într-un tren care merge cu viteza 4, = 72 km/h loviturile 
anui ciocan se succed la un interval 7, = 1,00 s. Ce interval de repetiţie a 
loviturilor va înregistra un călător dintr-un alt tren care merge cu viteza 
v; = 90 km/h în fens opus primului, apropiindu-se, respectiv depărtin- 
du-se de primul tren? (Viteza sunetului ce = 340 m/s). 

1.2.17. Lîngă un perete vertical stau doi oameni la distanțele 1, =— 
= 50 m, la = 63 m de perete şi la distanţa r = 20 m între ei, ca în figură. 
Ce durată maximă = trebuie să aibă un cuvînt pronunţat de primul om 
pentru ca cel de-al doilea să nu audă cuvintul suprapus peste ecou? Viteza 
sunetului în aer c = 3410 m/s. 
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(5) 1.210. Două camioane se miscă uniform pe două şosele rectilinii care 
se intretaie sub unghi drept, cu vitezele 2, = 60 km/h, vz = 50 km/h. Cind 
distanţa dintre camioane este minimă, primul camion se atlă la distanța 
s, =-5,0 km de intersecţia şoselelor. La ce distanţă s, de intersecţie se găseș- 
te în acest moment cel de-al doilea camion? 

1.2.19. Într-un rîu care curge uniform cu viteza u = 0,50 m/s cade o 
piatră la distanţa d = 10,0 m de țărm. După cît timp valurile ajung, cu 
viteza » = 1,0 m/s, la țărm în dreptul pietrei ? 

1.2.20. La distanța D =— 200 m de țărm o barcă cu motor descrie 
ve lac un cere de rază h — 100 m pornind din punctul A, cu viteza v = 
= 2,00 m/s, ca în figură. După cit timp ajung primele valui la țărm, 
viteza valurilor fiind u = 0,50 m/s? 


mm Misearea rectilinie uniform variată 


1.2.24. Se dă graiicul forţei în mişcarea rectilinie, viteza şi coordonata 
nlţiale fiind nule. Desenaţi graficul vitezei şi graficul coordonatei în funcţie 
de timp. 
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1.2.22. O particulă pleacă din repaus din originea axei Oz sub acţiunea 
forţei reprezentate în figură. heprezentaţi grafic viteza şi coordonata par- 
ticulei în funcţie de timp. 


1.2.23. Pentru o mișcare rectilinie pe axa 0 se dă gralicul vitezei. Dese- 
nați graficul accelerației și al coordonatei, ştiind că 2 = 0 lat=0. 


Pyf22 Fig, 12.2 


*) 12.24, Două particule pleacă la momentul 1:==0 din originea 
axei Oa avind vitezele reprezentate în figură. Aflaţi distanțele maximă și 
minimă dintre ele. 

1.2.25. Un corp porneşte din repaus uniform accelerat şi după par- 
curgerea unei distanţe atinge viteza o = 14,1 m/s. Ce viteză a avut corpul 
cind a parcurs jumătate din distanţă? 

1.2.26. Un motociclist frinează uniform. În timpul t = 2,0 s el par- 
curge jumătate din distanţa de frinare. În cît timp parcurge întreaga dis- 
tanță de frinare? 

1.2.27. Un vagon frinat uniform a parcurs distanța sm = 400 m pină 
la oprire. Ce distanţă a parcurs vagonul în prima jumătate a timpului 
de irinare? 

1.2.29. Un vagon frînat uniform s-a oprit în timpul ta = 141 s. În 
cît timp a parcurs prima jumătate din distanţa de frinare ? 

1.2.29. Un camion porneşte din repaus unitorm accelerat şi după un 
timp atinge viteza v = 10 m/s. După aceasta motorul este decuplat și 
camionul se mişcă uniform încetinit pină la oprire. Aflaţi viteza medie a 
camionului pe întregul parcurs. 

1.2.30. Un corp porneşte din repaus uniform accelerat și parcurge 
o anumită distanţă. De cite ori viteza medie din a doua jumătate a dru- 
mului este mai mare decit eea din prima jumătate ? 
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1.2.31. Un tren începe să fiineze uniform și parcurge distanţa s =—75 m 
pină la oprire. În intervalul de timp de la tp = 2,0 s la, ==1,00 8 înainte 
de oprire trenul parcurge o distanţă d = 2,25 m. Aflaţi viteza iniţială a 
trenului. 

1.2.32. Un vagonet parcurge distanţa s = 18 km dintre două staţii 
în t = 20 min și anume în primele t, = 5,0 min porneşte uniform accelerat 
și apoi uniform încetinit pină la oprire. Aflaţi acceleraţia pe prima porţiune. 

1.2.33. Un vagonet porneşte uniform accelerat fără viteză iniţială 
şi parcurge astfel o distanţă d, = 60 m, după care merge uniform încetinit 
şi parcurge astfel o distanţă d = 40 m pină la oprire. Știind durata totală 
T =-100 s a miscării, calculaţi acceleraţiile în cele două mișcări. 

1.2,24 Un mobil pornește uniform variat din originea axei Or 
cu viteza iniţială vw = 15,0 m/s. După un timp t în punctul 2 =10m 
viteza mobilului este o = — 10,0 m/s. Aflaţi distanţa parcursă de mobil 
în acest timp și vitezele medii (o), (|v]). 

1.2.35. Printr-o gară trece un tren marfar cu viteza constantă 7 = 
= 3,0 m/$, iar după = == 10,0 s trece prin gară un tren accelerat cu viteza 
tp = 20,0 m/s şi care începe să frineze cu acceleraţia a == — 2,00 m/s?. 
După cît timp se vor intilni trenurile. Reprezentaţi pe aceeaşi diagramă 
legile mișcării trenurilor. 

(*) 12.36. Un camion parcurge o distanța 1==400m cu viteză con- 
stantă +, după care frinează cu acceleraţia |a| = 1,0 m/s?. Pentru ce 
viteză constantă 7, timpul total de mişcare va fi minim? 

1.2.37. Un copil coboară cu sania un plan înclinat de lungime 1, =40m 
în timpul t, = 10 s, apoi parcurge pe planul orizontal încă l, = 20m pină 
la oprire. Aflaţi: a) viteza la baza planului, b) acceleraţiile, c) timpul 
total de mișcare, d) viteza medie (în modul). 

1.2.38. Un paralelipiped de lungime 1 = 49 cm lunecă fără frecare pe 
un plan înclinat de unghi a = 30” El eclipsează două surse puncti- 
forme în timpul î, == 0,20 s, respectiv tf; = 0,108, ca în figură. În cit 
timp faţa frontală a paralelipipedului străbate distanţa dintre surse? 

1.2.39. De o parte și de alta a unui dublu plan înclinat (unghi diedru) 
cu unghiurile a = 30* şi ap = 60* faţă de orizontală, sînt așezate două 
corpuri de masă m,, respectiv m,, legate printr-un fir trecut peste un 
scripete ideal din vîrful planului. Se neglijează frecările. Diferenţa de nivel 
dintre corpuri este inițial h =—1,00 m. După 7 = 0,53 s cele două corpuri 
ajung la acelaşi nivel. Aflaţi raportul maselor. 
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1.2.40. Viteza unui corp variază după graficul din figură care repre- 
zintă o semielipsă. Distanţa parcursă de acest corp în timpul t, este egală 
cu distanţa parcursă uniform în același timp de un alt corp cu viteza p = 
= 3,6 m/s. Aflaţi viteza iniţială a primului corp. 

1.2.4]. De un tren de masă M = 110 t, care merge rectiliniu uniform, 
se desprinde la un moment dat ultimul vagon de masă m = 10,0 t. Acesta 
parcurge o distanță d = 3,0 km pină se opreşte. La ce distanţă de vagon 
se va păsi în acest moment trenul, dacă forţa de tracţiune a locomotivei 
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a rămas aceeași? Toate forţele de rezistenţă sint proporţionale cu greu- 
tatea. 

12.42. De un tren care se mişcă rectiliniu uniform se desprinde la 
un moment dat ultimul vagon care parcurge uniform încetinit o distanţă 
d =— 2,0 km pină se opreste. a) Stiind că din momentul desprinderii trenul 
se mişcă cu acceleraţia a, = 0,010 m/s?, iar vagonul cu acceleraţia ap = 
= — 0,10 m/s?, aflaţi distanţa s parcursă de tren de la desprindere pină 
in momentul opririi vagonului. b) Stiind masa trenului M = 110t şi a 
vagonului m = 10,0 t şi considerind că forţele de rezistenţă sint proporţio- 
nale cu greutatea, iar iorța de tracţiune a locomotivei a rămas constantă 
allaţi s. 

1.2.43. Un tren de masă M = 110 t se miscă orizontal rectiliniu 
uniform cu viteza tp = 72 km/h. La un moment dat se desprinde ultimul 
vagon de masă m = 10,0 t. După ? = 3,0 min mecanicul pune frină astiel 
incit după alte t' ==:20 s se opreşte simultan cu vagonul. Considerind că 
toate forţele de rezistență sint proporţionale cu greutatea, aflaţi cu ce 
accelerație a trinat trenul. 
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=== Mişcarea sub acţiunea greutăţii 


1.2.4%. Dintr-un turn înalt se aruncă vertical în sus un corp cu viteza 
iniţială vp = 7,0 m/s (în vid). Ce distanţă parcurge corpul în timpul t = 
= 3 099/9? Care va îi distanţa sa pină la punctul de lansare? 

1.2.45. O rachetă porneşte vertical în sus cu accelerația a = 4,9 m/s?. 
După t = 5,0 s motorul este oprit. Cu ce viteză cade racheta pe Pămint? 

1.2.46. Sunetul de la ciocnirea unei pietre de fundul unei prăpăstii se 
aude după î = 10,0 s de la începutul căderii pietrei. Aflaţi adincimea pră- 
pastiei, stiind viteza sunetului e — 310 m/s. 

1.2,47. Un corp în cădere liberă parcurge în ultimul interval de timp 
= = 1,0 8 o distanţă [= 19,6 m. De la ce înălţimea căzut corpul? 

1.2.48. În ultimele secunde = înainte de atingerea Pimintului un 
corp în cădere liberă parcurge o tracţiune f = 0,36 = 36 %, din înălțimea 
totală de la care cade. Aflaţi ce fracțiune din timpul total de cădere repre- 
zintă intervalul -. 

1.2.49. Un corp aruncat vertical în sus de pe sol trece printr-un punet 
de două ori; la momentul , = 1,0 s, respectiv tf = 2,0 s de la lansare. 
Aflaţi înălţimea acestui punct. 

1.2.50. Să se împartă înălțimea 4 — 100 m de la care cade liber un 
corp în n = 10 intervale de lungimi s,(i = 1,2, ..., LO) parcurse în acelaşi 
timp fiecare. 

1.2.5], Picăturile de pe streaşina unui bloc cad la un interval de 
timp + una după alta. Știind că după timpul t = 2,0 s de la desprinderea 
unei picături, distanţa sa pină la picătura precedentă este [ = 24,5 m 
aflaţi intervalul -. 

1.2.52. De la o înălţime h cad liber fără viteză iniţială două corpuri 
unul după altul, al doilea cade în momentul cind primul a parcurs d = 
= 16,0 m. În momentul cînd primul atinge supratața Pămintului, cel 
de-al doilea se află la înălțimea k' = 104 m de suprafaţa Pămintului. 
Aflaţi înălţimea 2. 

1.2.53. Un corp cade liber de la o înălțime P = 4,9 m. De la ce înăl- 
țime trebuie aruncat simultan cu viteza v = 6,0 m/s vertical în jos un 
al doilea corp pentru ca eele două corpuri să ajungă simultan pe Pămint î 
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1.2,54. Două corpuri sint aruncate vertical în sus cu aceeaşi viteză 
iniţială og = 19,6 m/s, la un interval de timp + unul după altul. Deter- 
minaţi + astiel ca cele două corpuri să se întilnească la o înălţime esală 
cu o fracțiune f = 0,64 din înălțimea maximă la care ele pot ajunge. 

1.2.5. De la o înălțime h = 19,6 m cade liber un corp. Cu ce viteză ini- 
ţială », trebuie aruncat în jos de la aceeași înălțime un al doilea corp, 
la un interval de timp 7 = 1,00 s după primul, pentru ca cele două cor- 
puri să se întilnească chiar r la, suprafaţa Pămîntului ? ? 

1.2.56. Două corpuri sînt aruncate vertical în sus cu vitezele iniţiale 
oa = 29,4 M/8 Şi Vog = 19,6 m/S, corpul 2 la un interval de timp + după 
ra între ce limite > trebuie să fie cuprins = pentru ca cele două corpuri 

să se întilnească în aer. Reprezentaţi pe aceeaşi diagramă legea mişcării. 

1.2.57. Un corp este aruncat vertical în sus cu viteza iniţială vu = 
= 9,5 m/s. După un timp + = 1,00 s se aruncă după el un al doilea corp. 
Determinaţi viteza inițială v, a acestuia astfel ca cele două corpuri să 
se întilnească în momentul cind corpul 2 este la înălțimea sa maximă. 
leprezentaţi legea mişcării. 

12.59. O rachetă porneşte din repaus vertical în sus de pe suprafața 
unei planete. În timpul = = 3,0 s de la pornire toate obiectele din rachetă 
apăsau pe platane sau intindeau resorturile cu forţe de n = 1,8 ori mai 
mari decit în racheta în repaus. După timpul = și pină la căderea rachetei 
pe planetă toate obiectele din rachetă se aflau în stare de imponderabili- 
tate, Cât timp s-a aflat în zbor racheta? (Se consideră g = const) 


(%) 12.59. Două bile sînt aruncate vertical în sus cu vitezele iniţiale 
vo,» lă un interval de timp z una după alta. Determinaţi + astfel ca bilele 
să se întilnească după un timp minim de la aruncarea primei bile. 

1.2.0. Un corp este aruncat dintr-un turn cu viteza orizontală te = 
= 9,3 m/s. Aflaţi raza de curbură a traiectoriei în puuctul unde ajunge 
corpul după r= 1,00 s 

1.2.61. Ce v iteză orizontală poate avea un titirez conic cu k = 4,9 cm, 
r = 2,5 em, astfel încît sărind de pe masă (tără frecări) să nu se lovească 
de marginea mesei? (Vd. figura). 

(%) 12.62, Un schior întră cu viteza vp = 12 m/s pe o trambuliră 
al cărei capăt este orizontal. Neglijind frecările, aflaţi pentru ce înălțime 


a trambulinei „bătaia” b (distanţa orizontală) după părăsirea trambulinei 
va îi maximă, 


A Ka 
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fig dz! 


A. 12.62 


1.2.63. Dintr-un turn se aruncă simultan, orizontal, în sensuri opute, 
două corpuri cu vitezele v, = 4,0 m/s, respectiv 2, = 25 m/s. După cât 
timp unghiul dintre vitezele celor două corpuri devine egal cu 90? 

1.2.64. Dintr-un furtun iese (la nivelul solului) apă cu viteza 7, = 
= 10,0 m/s. Ce arie maximă poate fi ndată? (g = 10 m/82). 


2] 


1.2.65. Un elev aruncă spre virful unui copac de înălţime h==10.0 m, 
situat la distanţa b = 30 m, o piatră care cade la rădăcina copacului, 
Ce viteză i-a imprimat pietrei? 

1.2.66. Un corp este lansat cu viteza o, în sus de-a lungul planului 
înclinat din figură. Se cunosc: 0 = 10 m/8, a=— 45, h=—4,0m. Aflaţi 
înălţimea maximă la care se ridică corpul (frecările sînt neglijabile). 


fig. 1.266 

1.2.67. Un elev aruncă o piatră de la înălţimea h = 2,00 m peste un 
dig de înălţime H = 6,4 m si lăţime b = 1,00 m. Cu ce viteză minimă 
trebuie să arunce, sub ce unghi și la ce distanţă de dig? 

1.2.68. Două corpuri sint aruncate cu aceeași viteză iniţială, sub 
același unghi faţă de orizontală, unul liber în aer (vid), celălalt de-a lungul 
unui plan înclinat fără frecări. Care corp se va ridica mai sus? 

12.69. O particulă de masă m == 0,40 kg are la t=—0 viteza t, = 
— 4,0 m/s. Cum trebuie aplicată particulei o forţă constantă Fi de modul 
F = 32 N (alte forţe nu există) astfel ca vectorul viteză să se rotească 
cu un unghi a = 30 fără să-și schimbe modulul? Care va îi modulul vec- 
torului deplasare pentru acest interval de timp? 

(*) 1,2.70. O particulă are traiectoria plană y = ka —ba?, unde 
l; = 3,0, b=2,0 m. Știind că particula are acceleraţia constantă paralelă 
cu axa 0y şi în sens opus |a| =a = 10 m/s?, aflaţi viteza particulei în 
originea axelor de coordonate. 

(*) 1.2.7]. Dintr-un turn de înălţime h == 4,9m se aruncă o bilă cu 
viteza t = 9,8 m/s. Sub ce unghi trebuie aruncată pentru ca bătaia, măsu- 
rată de la baza turnului să fie maximă? Cit este această bătaie? Cit 
timp durează mișcarea ? 

1.2.72. Un corp este aruncat (în vid) cu viteza inițială 7, = 19,6 m/s 
sub un unghi «, = 45" faţă de orizontală. După cît timp și la ce inăl- 
ţime vectorul viteză formează un unghi a == 30 cu orizontala? 

1.2.73. Două corpuri sint aruncate din același punct cu aceeași 
viteză iniţială v, = 10,0 m/s sub unghiurile a, = 30, respectiv ap = 60. 
Care este distanța dintre corpuri după t = 1,00s? 

1.2.74. O ţintă de pe un deal se vede sub unghiul £ == 6*17' faţă de 

orizontală. Distanţa pe orizontală pînă la ţintă este d = 4,00 km. Știind 
viteza iniţială v, = 280 m/s a obuzului, aflaţi unghiul a de tragere. Care 
este viteza minimă necesară pentru a atinge ţinta? 
(£%) 1.2.75. Un corp de masă m = 1,00 kg este aruncat vertical în 
sus cu viteza vw = 10,8 m/s și se întoarce înapoi pe Pămint cu viteza 
' = 8,8 m/s. Forţa de frecare cu aerul este proporţională cu viteza. Aflaţi : 
a) timpul de mişcare al corpului, b) puterea medie disipată prin îrecare. 
(*) 1.2.76. Într-o sală de sport, de înălțime H = 7,0 m, respectiv 
4,6 m, se aruncă o bilă cu viteza r, = 14 m/s, de la o înălţime / = 2,1 m. 
La ce distanță maximă pe podea se poate arunca bila? Dar într-un 
coş situat la înălţimea h' = 4,0 m? 
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1.2.77. Dintr-un punct de pe suprafaţa Pămintului se aruncă simul- 
tan o mulțime de bile identice, cu aceeaşi viteză 0 = 4,0 m/s, simetrie 
în toate părţile. Care este raza b a cercului situat pe suprafaţa Pămîntului 
in exteriorul căruia cad f = 25 %, din numărul total de bile? 

1.2.78. De la o înălţime H — 17,3 m cade liber un corp. Simultan 
de pe Pămint, la o distanță d — 30 m de verticala de cădere a primului 
corp, se aruncă un alt corp, astfel încît cele două corpuri să se întilnească 
in aer. Aflaţi viteza și unghiul de lansare. si 

1.2.79. Din cauza rotației Pămîntului corpurile nu cad după direcţia 
forţei de greutate (a firului cu plumb). Evaluaţi deviația unui corp care 
cale de la o înălţime h = 98 m la latitudinea 9 = 45, 


—— Forțe de îrecare 


1.2.80. Poate o torţă de îrecare să accelereze un corp? Argumentaţi! 

1.2.81. O bară uniformă şi omogenă de lungime ], lunecă accelerat 
pe un plan orizontal rugos, trasă fiind la capete de forţele orizontale lon- 
gitudinale F,,, de sensuri opuse. Aflaţi tensiunea din bară la distanţa a 
de primul capăt. 

1.2.82. Două corpuri de mase m, = 6,0 kg, m, = 4,0 ke sînt asezate 
pe un plan orizontal şi legate între ele printr-un fir orizontal care rezistă 
pină la o tensiunea de rupere 7, = 80 N. Coeficientul de frecare la lunecare 
este același pentru ambele corpuri. Cu ce forță orizontală maximă putem 
trage corpul m, pentru a nu se rupe firul în timpul mișcării? 

1.2.83. Un tren de masă M = 1000 t se mişcă rectiliniu uniform. 
De tren se desprinde o garnitură de masă m = 100 t. Considerind un coe- 
ficient de frecare echivalent u = 5,0 -10-2 şi că forța de tracţiune a 
locomotivei rămîne neschimbată, aflaţi acceleraţia relativă a locomotivei 
taţă de garnitură (pînă la oprirea acesteia). 

1.2.04%. De un tren care merge orizontal rectiliniu uniform cu viteza 
vp = 80 km/h se desprinde o garnitură cu masă egală cu o fracțiune f = 
— 1/3 din masa trenului. După un anumit timp viteza garniturii desprinse 
se micşorează de n = 2,0 ori. Aflaţi viteza locomotivei în acest moment, 
dacă forţa, de tracţiune a rămas neschimbată, iar forţele de rezistență 
sint proporţionale cu greutatea. 

1,2,05. Două corpuri 1 și 2 sînt legate printr-un fir orizontal şi așezate 
pe un plan orizontal avînd acelaşi coeticient de frecare. Dacă de corpul 
1 se trage orizontal cu o forţă P' = 100 N, corpurile se mişcă accelerat 
și tensiunea din fir este 7, = 30 N. Care va îi tensiunea din fir dacă tragem 
cu aceaşi forță de corpul 2? 

1.2.86. Pe platforma orizontală a unui vagonet de masă M = 40,0 
lg se atlă o ladă de masă m = 10,0 kg de care se trage orizontal cu o forţă 
F. Între vagonet şi şine frecarea este neglijabilă, iar între ladă şi platformă 
u = 0,40. Pentru ce valoare a forţei P' începe lunecarea lăzii ? 

+2.07. O forţă P = 60 N este aplicată unei sănii de masă m = 40 kg 
sub unghiul a = 30 faţă de orizontală, o dată în sus, o dată în jos. 
Coeficientul de frecare la alunecare u = 0,10. De cite ori acceleraţia în 
primul caz este mai mare decit în al doilea? 


1.2.98. O ladă este tirită uniform accelerat în sus pe un plan înclinat. 
Forţa necesară este minimă cînd unghiul dintre forţă şi planul înclinat 
este î = 15. Aflaţi unghiul de freeare dintre ladă şi plan. 
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1.2.09. Pe un plan orizontal stă o scindură de masă M =— 10,0 kg 
peste care este așezat un corp de masă m = 7,3 kg. Unghiul de irecare 
la alunecare între scindură şi plan este q, = 155, iar între corp și scîndură 
e2 == 30. Cu ce forţă minimă trebuie trasă scindura pentru ca mm să lunece 
pe scîndură? 

1,2.90. În figură se dau: 1 = 2,00 m, u == 0,20. Scindura începe să 
se miste orizontal cu acceleraţia a = 3,0 m/s?. În cît timp corpul cade de 
pe scîndură? 


Fig 22.90 Pag 1251 


1.2.91. Pe platforma orizontală a unui ragonet de masă M = 20 ke 
care se poate mişca orizontal fără frecare, se aşează o ladă de masă m — 
=— 2,0 kg de care se trage orizontal cu o forță P. Lungimea platformei în 
direeţia tragerii este 1 — 1,00 m, iar coeficientul de frecare la lunecare 
între ladă şi platformă este pu = 0,25. 

a) Pentru ce valoare a forţei / lada începe să lunece pe platformă? 
b) După cit timp lada cade de pe platiormă dacă P = 20 N? 

1.2.92, 'Trei corpuri de mase egale m =— 1,00 kg sint așezate pe un 
plan orizontal unul după altul și legate între ele prin fire orizontale, care 
rezistă pînă la o tensiune de rupere 7, == 4,0 N. Coeficienţii de frecare 
la lunecare sînt respectiv ua = 0.30, uz = 0,20, us = 0,10. De corpul 
3 se trage orizonta pe direcpia corpurilor cu o îorţă lent crescătoare. 
Jare dintre cele două fire de legătură se va rupe mai întii și la ce valoare a 
torței /'? Dar dacă tragem de corpul 1? 

1.2.93. Un cărucior este legat printr-un fir de o greutate ca în figură. 
Scripetele este ideal și frecarea la rostogolire este neglijabilă. Dind drumul 
căruciorului acesta se mișcă cu o anumită acceleraţie. Dacă blocăm o osie 
cu roţi căruciorul se mișcă cu o acceleraţie de k = 1,5 ori mai mică. De 
cite ori se micşorează acceleraţia dacă blocăm toate roţile căruciorului ? 


tz fi rasi 


1.294. În figură m, = 7,0 Kg, ma = 5,0 kg, m = 1,0 kg. Scripetele 
este ideal, iar coeficientul de trecare între corpuri şi masă u = 0,10. Ini- 
ţial înainte de a lăsa sistemul liber, /si,=0. Aflaţi tensiunile din fie 
şi forţele de frecare. 

12.95. Pe o masă orizontală stă e lădiţă de masă M = 3,00 le și 
caeticientul de frecare la lunecare u = 0,30. De lădiță este prinsă o sfoară 
erizontală, trecută peste un scripete ideal şi celălalt capăt atirnind liber. 
La un moment dat de capătul liber se agaţă o pisică de masă m = 1,50 kg, 
în același moment lădiţa începe să lunece și pisica se caţără pe sfoară 
astiel incit rămîne la acelasi nivel faţă de Pămint. A flaţi acceleraţia lădiţei. 
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1.2.96. Un corp de masă m, = 8,0 kg stă pe o scîndură de masă mg = 
— 2,0 kg, care la rindul ei stă pe o masă orizontală fără frecări. Coefi- 
cientul de frecare între corp şi scîndură este u == 0,50. Scîndura este 
trasă de o forţă orizontală P = ce - t, undec = 9,8 N/s. În ce moment începe 
lnnecarea corpului şi la ce moment acceleraţia scindurii devine de n — 
— 3,0 ori mai mare decit a corpului? 

1.2.97. La capătul unei scînduri de lungime 1 — 2,00 m și masă me == 
— 2,00 kg este aşezat un mie corp de masă m, =— 0,50 kg. Coeticientul 
de frecare la lunecare între scindură şi planul orizontal este us = 0,30, 
iar între corp și-scîndură este ui = 0,20. Ce viteză trebuie imprimată scîu- 
durii pentru ca ea să iasă de sub corp? 

1.2.98. O săniuţă coboară liber, fără viteză iniţială, pe un plan înclinat 
după care intră pe un plan orizontal (racordat cu cel înclinat) şi se oprește 
undeva. Stiind că din punctul de oprire virtul planului înclinat se vede sub 
unghiul 8 = 6,0 faţă de orizontală, aflaţi unghiul de frecare dintre săniuță 
şi zăpadă. » 

1.2.99. Pentru a menţine în repaus un corp pe un plan înclinat de 
unghi & = 45” trebuie aplicată o forţă minimă în sus de-a lungul planului 
de n = 2,0 ori mai mică decit pentru a-l trage uniform în sus de-a lungul 
planului. Aflaţi coeficientul de frecare la lunecare, 

1.2:100. Pentru a menţine în echilibru un corp pe un plan înclinat 
de urighi ag = 30% trebuie aplicată corpului o forță minimă normală pe 
plan de n — 2,5 ori mai mare decit o forţă minimă orizontală. Aflaţi 
coeficientul de frecare dintre corp şi plan. 

1.2.101. O pană cu unghi de deschidere « = 30% este bătută într-un 
butuc de lemn. Determinaţi coeticientul de frecare minim între pană și 
butuc pentru ca pana să nu sară inapoi (greutatea panei este neglijabilă). 

1.2102. Un corp de masă m =— 20 kg este tras cu forţa P=120N 
pe un plan orizontal. Dacă forţa face unghiul ay = 60” cu orizontala, 
corpul se mişcă uniform. Aflaţi accelerația corpului dacă forța tace unghiul 
a, = 30” cu orizontala. 

„2.103. Un corp este tras de o forţă dată sub un unghi a față de 
orizontală. Unghiul de frecare este 9 = 18. Pentru ce unghi a acceleraţia 
va îi maximă? 

1.2.104. Un lanţ este aşezat pe zidul din figură, unde a = 30%, u = 
-- 027 Aflaţi raportul lungimilor 2/1, în momentul cind lanţul începe 
să lunece spre dreapta. 


fig 12.106 


1.2.105. Un corp este lansat de-a lungul unui plan înclinat cu viteza 
iniţială vo. Unghiul de frecare dintre corp şi plan este g = 30. Ce unghi 
de inclinare trebuie să aibă planul pentru ca corpul să parcurgă pe el o 
Jistanţă minimă? 
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1.2.106. În figură tija de masă m = 0,50 kg se mișcă fără frecare în 
ghidajele sale. Știind că prisma de unghi « = 15" se mişcă rectiliniu uni- 
form pe masă fără frecare, aflaţi coeficientul de frecare la lunecare dinire 
tijă şi prismă, precum şi forța cu care tija apasă pe prismă. 

1.2.107. Un corp lansat în sus de-a lungul unui plan înclinat de unghi 
a = 45" revine înapoi la baza planului astfel încît timpul de coborire este 
cu f = 50% mai mare decit timpul de urcare. Care este coeficientul 
de trecare ? De cite ori este mai mare viteza de lansare decît viteza de sosire ? 
Dar acceleraţia de urcare faţă de cea de coborire? 

1.2.108. Pe faţa unei prisme cu unghiula = 30 cu orizontala se 
pune un corp care are unghiul de frecare cu faţa prismei e = 15. Cu ce 
acceleraţie orizontală putem mişca prisma pentru ca corpul să nu lunece? 

1.2.109. În sistemul din figură se dau m = 10,0 kg, M = 10,0 kg, 
a = 30, e — 15" (unghi de frecare). Cu ce forţă orizontală F trebuie 


tras pentru ca corpul m să urce pe plan și să nu se desprindă de plan? 
(Seripetele este ideal). 

1.2.110. Pe platforma unui vagonet de masă M — 3,0 kg (care se 
mişcă tără frecări) este aşezat un corp de masă m = 2,0 lg care are coeli- 
cientul de frecare u — 0,40 cu platforma. Care este forţa minimă necesară, 
sub unghiut « — 30", pentru ca m să lunece pe plattormă? 

12,111. Cu ce acceleraţie orizontală trebuie deplasat blocul din figură 
pentru ca cele două corpuri identice să nu lunece pe bloc, coeficientul 
de frecare la lunecare fiind yu. = 0,60? (Scripetele este ideal). 


+i7.1212 
Pop 0247 


1.2.112. În sistemul din figură se cunosc m = 1,00 kg, M = 1,00 kg, 
pu. =— 0,50 şi viteza iniţială e, = 4,9 m/s. Aflaţi ce distanţă parcurge corpul 
M în timpul t = 2, unde t, este timpul pină la oprire. 

1.2.113. Se dă sistemul din figură pentru care coeticientul de frecare 
între corpuri u = 0,20, iar planul orizontal este fără frecări, Aflaţi pentru 
ce raport-7n,/me corpurile m,» se vor mişca cu aceeaşi acceleraţie. 
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1.2.114. Un creion rotund lunecă uniform într-o carte deschisă for- 
miud un unghi diedru cu deschiderea & == 60 și cu muchia înclinată cu 
z == BW faţă de orizontală. Aflaţi coeficientul de frecare la alunecare, 

1.2.î15. Pe o şosea, înclinată cu a = 0,10 rad, acoperită cu polei, 

-_ L - 4 ) E . ) ? 
coboară un camion, avind coeficientul de frecare la lunecare u = 0,020. 
Cu ce acceleraţie trebuie să coboare pentru ca roţile să nu patineze? 
(Toate roţile sint motoare.) 

1.2.116, Pe un driun reetiliniu orizontal de lungime 1 = 100 m situat, 
pe un plan înclinat de unghi g = 17% circulă un cărucior. Coeficientul de 
ivecare între roţi şi teren u = 0,30. Care este timpul minim posibil de 
parcurgere ? 

1.2.117. Un corp este tras accelerat în sus de-a lungul unui plan încli- 
nat de unghi a = 30” cu o forţă P care face unghiul 6 cu planul înclinat. 
Unghiul de frecare cu planul e = 15%. Pentru ce unghi £ forţa P va îi 
minimă? 

1.2.118. Un schior atinge la coborire pe panta de a = 20 a unui 
munte o viteză limită v, = 72 km/h, unghiul de frecare cu zăpada fiind 
p = 94, iar forţa de rezistență din partea aerului fiind proporţională 
cu pătratul vitezei. Ce viteză limită poate atinge schiorul pe o pantă 
cu g'=— 35? 

1.2.119. Pe un plan înclinat de unghi « = 6,0 stă o scindură de masă 
m = 895 Kg avind unghiul de frecare 9 =— 11%2$' cu planul.Cu ce acceleraţie 
trebuie să alerge un om de masă M — 70 kg pe scindură pentru ca scin- 
dura să lunece uniform ? 

1.2.120. Într-o sanie este suspendat un corp printr-un fir prins de 
tavan. Sania lunecă liber pe un plan înclinat, unghiul de frecare cu zăpada 
fiind p = 5,07. Care va fi unghiul de deviere al firului față de normala 
la planul înclinat? 

1.2.121. La ce înălţime maximă poate urca un automobil cu motor 
funcţionind permanent şi cu toate roţile motoare, pe un plan înclinat 
de unghi a, acoperit cu polei avînd coeficientul de frecare pu. < tg a, dacă 
la baza planului viteza era 2? Aplicație : vp = 20 m/s, a = 6,0, e =30". 

1.2.122. Pe un plan înclinat de unghi g = 4% stă o scindură de masă 
M — 1,00 kg, lungime | = 1,40 m, şi coeticient de frecare la lunecare cu 
planul înclinat u = 0,70. Peste sciîndură se pune la capătul superior un 
cub neted de inasă m = 0,50 kg, cu frecare neglijabilă iaţă de scîndură. 
Iniţial sistemul este în repaus. Aflaţi timpul de lunecare a cubului peste 
scindură, 
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4 Pip. 12122 
1 4 Se consideră sistemul din figură în care se cunosc : m, = 2,00 
kg, 7ng = 6,00 kg, a — 30%, u = 0,26. Scîndura orizontală este suficient 
de lungă și lunecă fără frecare pe planul orizontal. Forţa PF crește propor- 
ţional cu timpul: F —c -t, unde e = 2,0 N/s; forţa începe să acţioneze 
n momentul ţ = 0. Să se reprezinte grafic accelerația scindurii în func- 
ție de timp, 


Fig. 1243 
fig 120% 


1.2.124. Se consideră sistemul din figură în care m, = 2,00 kg m, = 
— 1,90 kg și coeficienţii de frecare u, = 0,20, ua = 0,40. Seripetele este 
ideal şi corpul m, nu se răstoarnă. Pentru diferite valori ale forţei P sis- 
temul pornește din repaus. Reprezentaţi grafic acceleraţia a, = î(P). 
12.125, Peste un scripete ideal este trecut un fir ideal avind la un 
capăt un corp de masă m, = 2,00 kg, iar de-a lungul celuilalt capăt lunecă 
cu frecare un inel de masă m, = 3,00 kg cu acceleraţia relativă we = 9,8 
m/s? faţă de fir, orientată în jos. Aflaţi forţa de trecare dintre inel și fir 
şi acceleraţiile corpurilor faţă de Pămînt. Care va fi tensiunea din firul 
de suspensie a scripetelui? 


d 


; 4] ț 
Ci) la 
A 
= a | i etica 
“a pd: "ge 
bg] | 
pe 12 5 | a eu Pip. 2 TI 


1.2.126. Un automat impinge piesele cu viteza rp = 1,00 m/s trans- 
versal peste o bandă rulantă care merge cu viteza v — 2,00 m/s. Piesele se 
opresc la distanţa d, de marginea benzii. ca în figură. Ce viteză trebuie 
să aibă banda pentru ca piesele să se oprească la distanţa d, = nd, n = 1,00, 
de marginea benzii? 


28 


1.2.127. Un corp de masă m — 500 2 asezat pe un plan orizontal 
este fixat de capătul inferior al unui resort vertical de constantă elastică 
l = 10,0 N/m, capătul superior fiind prins de tavan la înălţimea 1, — 
— 10 em cînd resortul este nedetormat. Prăgind orizontal planul, resortul 
deviază în noua poziţie de echilibru cu « == 60% faţă de verticală. Aflaţi 
coeficientul de frecare la lunecare. 


1444, 


Pg rara 


** 1.2.128. Viteza unui corp variază după graficul din figură care repie- 
zintă o jumătate de elipsă. Cunoscînd viteza medie în această mișcare 
2 = 3,6 m/s, aflaţi viteza iniţială e, a corpului. 

E ICRE 29. Două mobile pleacă “simultan din pi pa axei Oz și se 
MIŞCĂ respectiv după legea az, = At-+ BB, ap, = 064 DP + BB. Aflaţi 
viteza relativă a primului mobil faţă de al doilea. 

% 1.29.1830. Un mobil se mişcă după legea z=— Alt — BE, A, B — rai ca 
tante pozitive. dim viteza extremă pe care o atinge mobilul. faceţi 
gratioul calitativ o = (0). 

* 1.2.131. Legea sitazii unui mobil pentru intervalul de timp te[0,z] 
este = A1+ BE, A, DB — constante. Aflaţi viteza medie a mobilului 
în acest interval de timp. 

* 1,2.132. În intervalul te(tu, 2), tip > 0 legea mișcării unui mobil 
este descrisă satistăcător de o funcţie iperbolică a = bjt, b> 0. Aflaţi 
legea. vitezei şi legea accelerației. 

** 12,133. Acceleraţia unei rachete crește proporțional cu pătratul 
timpului: a — Ai2. La momentul t = 0 avem r —0 şi a —0 (condiţiile 
iniţiale). Aflaţi legea vitezei și legea mișcării. 

sk 12.134, O particulă porneşte cu viteza iniţială e, avind accelerația 
a == w?a. Aflaţi legea vitezei și legea mișe ării. 

*ă 12.135. Cunoseind acceleraţia a = î(d) și timpul pină la oprire î, 
al unui mobil, a) scrieţi legea vitezei în funcţie de timp şi b) exprimaţi 
pline pînă la oprire 2 printr-o singură integrală, 

* 1.9.136. Un vehicul începe să frineze astfel încît legea mişcării înce- 
tinite este a =— At — BL?. Știind valoarea forţei de frinare în momentul 
opririi Pg, aflaţi legea torţei de frinare. 

* -1.8,194. Un COIp începe să lunece din virtul unui plan înclinat a 
cărui bază este b, iar coeficientul de frecoie este pu. Pentru ce unghi al 
planului timpul de coborire este minim şi cît este acest timp? 


* 1.2,139. Un vehicul de masă m porneşte la un moment dat asttel, 
încât legea mișcării sale esie a = AB — BU5, Aflaţi : a) timpul și distanța 
pînă la” oprire, b) torţa de troțicna , €) reprezentaţi gratie pe aceeași 
diagramă s, t, F. 

+ '1.2.199. Pena unci particule de masă m acţionează forța F = 

= Fycos ot. Știind condiţiile iniţiale ; la t = 0 avem v =0 şi = 0 (pai 
ticula porneşte din repaus din originea axei 0a), deduceţi legea vitezei 
şi legea mişcării. 
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x 12.140. Un şlep porneşte din repaus tras de o forță orizontală cons- 
tantă P. EI întîmpină din partea apei o torţă de rezistență proporţională 
cu : a) viteza, PF, = — kw, b) pătratul vitezei, /, = — kw2. Aflaţi legea, 
vitezei şi legea mişcării. 
E 1,2141. Un glonţ porneşte cu viteza inițială pp. El întimpină din 
partea aerului o forţă de rezistenţă proporţională cu cubul vitezei: F, = 
= — hko5. Neglijind gravitația, aflaţi legea vitezei şi legea mişcării. 
x 12,142, Variind înclinarea unui plan înclinat s-a găsit că un corp 
aşezat pe acest plan lunecă unitorm la un unghi! e = 30”. Fixînd înclinarea 
la un unghi 4 =—-49 s-a găsit că viteza limită de lunecare liberă a corpului 
in jos pe plan atinge valoarea c = 4,0 m/s, forța de rezistență a aerului 
fiind proporţională cu pătratul vitezei corpului. Lansind acum corpul 
cu viteza iniţială v, = 2,0 m/s în sus de-a iungul planului înclinat (cu 
— 45"), aflaţi cu ce viteză se întoarce corpul înapoi la baza planului. 
(*) 1.2,143. Un punct material execută oscilații toarte mici pe o curbă 
netedă (fără trecări) situată în planul vertical, în jurul minimului curbei, 
sub acţiunea greutăţii. Aflaţi perioada micilor oscilații, ştiind raza de 
curbură a curbei în punctul de minim Ro. 
x 1,9.144. O barcă de masă m întîmpină din partea apei o forţă de 
rezistenţă proporţională cu pătratul vitezei, cu constanta de proporţio- 
nălitate 4. După cit timp viteza iniţială pg a bărcii se miscorează de n ori? 
x 12.145. O barcă cu motor întimpină din partea apei o forţă de rezis- 
tență proporţională cu pătratul vitezei. În momentul cînd viteza bărcii 
este v, = 10 m/s motorul este oprit şi după un timp 7 == 17,2 8 viteza 
bărcii devine de e ori mai mică (e — baza logaritmilor naturali). Calculaţi 
distanța parcursă de barcă în acest timp. 
x 12.146. O barcă de masă m — 100 ke intimpină din partea apei 
o forţă de rezistenţă proporţională cu viteza. În momentul cînd viteza 
bărcii este n, = 1,00 m/s motorul este oprit și după un timp r=10s 
viteza bărcii se micşorează de e ori (e — baza logaritmilor naturali). 
Aflaţi : a) coeficientul de proporţionalitate din legea torţei de rezistenţă, 
b) distanţa parcursă în timpul indicat, c) distanţa parcursă pînă la oprire. 
*e 12.147. O particulă cade liber în aer fără viteză iniţială. Ea întim- 
pină din partea aerului o forţă de rezistenţă proporţională cu viteza, 
Aflaţi după cît timp particula atinge f = 99% din viteza sa limită de 
cădere liberă, care este e = 4,9 cm/s. 
a 12,148. O particulă cade în aer fără viteză iniţială şi întimpină din 
partea aerului o forţă de rezistenţă proporţională cu viteza. Știind viteza 
limită de cădere liberă c, exprimaţi viteza şi coordonata particulei în 
luncţie de timp. 
** 1,2.149. Un corp cade în aer fără viteză iniţială şi întimpină din partea 
aerului o forţă de rezistenţă proporţională cu pătratul vitezei. Știind 
viteza limită de cădere liberă c, exprimaţi : 2) legea vitezei, b) legea miș- 
cării, e) coordonata în funcție de viteză. 
x 149.150. Un corp este aruncat vertical in sus în aer cu viteza iniţială, 
». Corpul întîmpină din partea aerului o forţă de rezistență proporţională 
cu pătratul vitezei. Cunoscind viteza limită de cădere liberă c, aflaţi: 
a) timpul de urcare î, și înălțimea maximă h la care ureă corpul, b) tim- 
pul de coborire / şi viteza » cu care corpul ajunge înapoi pe Pămînt. 
% 1,2,151. Un corp de masă m este tras orizontal de o torţă P orientată 
sub unghiul « faţă de orizontala. Coeficientul de trecare la lunecare este 
u. și forţa de rezistenţă din partea aerului PF, = — ko. Atlaţi: a) viteza 
limită, maximă posibilă, b) legea mişcării (viteza iniţială este nulă). 
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** 12.152. O sanie de masă m și de lungime i intră cu vitiza n pe un drum 
asfaltat cu coeficientul de frecare la lunecare u. Aflaţi distanţa parcursă 
de sanie pină la oprire și timpul pînă la oprire. 

*k 12,153. Un glonţ intră cu viteza og = 600 m/s într-un perete de 
grosime h =— 40 em și iese cu viteza o' = 150 m/s. Considerind forța de 
rezistenţă proporponală cu cubul vitezei, aflaţi timpul de traversare a 
peretelui. 

e 1,9.154,. Peste un cilindru orizontal fix este trecut un fir (ideal) astfel 
încit unghiul la centru al porțiunii întășurate este a, iar coeficientul de 
frecare la lunecare dintre fir şi cilindru este u. a) Aflaţi tensiunea din fir 
în momentul lunecării hrului în funcţie de unghiul la centru 0 și tensiunea 
T, cu care se trage de un capăt. b) Care este raportul tensiunilor de la 
capete 7/7" în momentul lunecării ? c) Considerind că 0 = (2n + 1)r 
şi că la capetele firului atirnă două corpuri de mase n,g, aflaţi condiţia 
de lunecare 2 firului și acceleraţia cu care se vor mişca în acest caz cor- 
purile. 

ze 19,155. O rachetă în cosmos porneşte din repaus, are masa iniţială 
my Şi expulzează continuu gazele de ardere în direcţia mişcării cu viteza 
relativă Ei constantă faţă de rachetă. Aflaţi viteza rachetei în funcţie 
de masa ei. 

sk 119.156. Fie o rachetă lansată de pe Pămint. Considerind viteza 
relativă vre de ejectare a gazelor constantă şi neglijind frecarea cu aerul 
şi variaţia accelerației gravitaționale g, aflaţi viteza rachetei și condiţia 
de desprindere de Pămint. 

x 1.9.157. O navă cosmică cu masa mg se mişcă cu viteza 7 = const în 
absenţa forţelor exterioare. Pentru a-i modifica direcţia de mişcare se 
acţionează un motor cu reacţie care ejectează gazele cu viteza relativă |£a | 
— const faţă de navă şi perpendiculară pe viteza navei. a) Aflaţi unghiul 
de deviere 0 a direcţiei navei în funcţie de masa navei. b) Cum trebuie 
să scadt masa navei pentru a putea descrie un cerc de rază PR? 


——.—— Mişcarea circulară 


1.92.1598. În mecanismul din figură bara AZ de lungime 1 = 1,00 m 
se roteşte uniform cu viteza unghiulară o = 5,0 rad/s. În A este o articu- 
laţie, iar capătul C culisează pe tija BC. Atlaţi viteza și acceleraţia maximă 
a capătului C. 


Fr 


1.2.159. Globul terestru are perioada de rotaţie proprie 7 = 23 h 
56 min 4 8. De ce atunci ceasornicele noastre sint prevăzute pentru 24 h —- 
durata unei zile și nopţi? 
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12.160. Planeta Venus se roteşte în jurul axei sale ou perioada 7, = 
— 243 zile terestre (faţă de stele) în sens opus revoluţiei în jurul Soarelui! 
care are perioada 7, — 225 zile terestre. Aflaţi durata unei zile şi nopţi 
venusiene. 

1.2161, Cum vede un observator aflat la Polul Nord mişcarea diurnă 
aparentă a Soarelui pe bolta cerească? În particular, în zilele de solstiţiu 
şi echinocţiu? (Axa polilor Pămîntului este înclinată cu 23 30” faţă de 
normala la planul revoluţiei Pămintului în jurul Soarelui). 


1,2.162. Cum vede un observator aflat la Cercul Polar mişcarea diurnă 
aparentă a Soarelui pe bolta cerească în zilele de echinocţiu și solstiţiu ? 
(Axa polilor Pămîntului este înclinată cu 23% 30” îață de normala la planul 
revoluţiei Pămîntului în jurul Soarelui). 

1.2169. Direcţia firului cu Plumb nu trece prin centrul Pămîntului 
din cauza rotației Pămîntului. Evaluaţi distanţa maximă posibilă dintre 
centrul Pămîntului și dreapta suport a firului cu plumb. baza Pămîntului 
R =— 6100 km. 

1.2.164. Un aviator, zburind la altitudinea h — 10 km vede exact 
Soarele răsărind. După cât timp un observator aflat pe Pămint sub avion 
va vedea Soarele răsărind ? Raza Pămîntului PR = 6400 km. 

1.2.165, O planetă are perioada rotației proprii To = 24 h, iar peri- 
oala de revoluţie în jurul stelei 7 = 1,00 an. Satelitul planetei are peri- 
vada de revoluţie în jurul planetei 7” = 28 zile. Considerind că toate 
corpurile se rotesc în același plan, aflaţi a) perioada de repetiție a eclipsei 
satelitului, observată de pe planetă b). Dar observată dintr-un anumit 
loc al planetei? 


(a) Şi 
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12.166. De un stilp vertical cu secţiune pătrată de latură b — 20 em 

este legat un fir orizontal de lungime 1 = 1,90 m cu o bilă la capăt, aşezată 
pe planul orizontal fără frecări cu « = 30% ca în figură. I se imprimă bile. 


o viteză » = 10,0 m/s orizontal şi perpendicular pe fir. După cit timr 
firul se va intășura pe stilp? 


- 
fig 12% fag 42.1 


1.2.167. Roţile motoare de rază r == 20 cm ale unui tractor cu şenile 
so miscă în acelaşi sens cu vitezele unghiulare o, = 6,0 rad/s, cop = 8,0 
rad/s. Lăţimea tractorului este [ =1 60 m. Atlaţi raza cercului pe care se 
mișcă centrul tractorului și viteza unghiulară a acestei mişcări, 
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(*) 1.2,168. Un elev învirte o piatră cu turaţia n = 1,00 rot/s în planul, 
vertical, pe un fir de lungime 7 = 1,00 m. Ce unghi cu orizontala trebuie 
să formeze îirul astfel încit lăsîndu-l liber piatra să urce la înălțimea 
maximă? 

1.2.169. Un camion virează spre stinga pe un.-teren orizontal. Lia care 
din roţi, stînga sau dreapta, forţa de frecare dintre anvelope și teren este 
mai mare? | | 

1.2.170. Cu ce turație minimă trebuie rotit un cilindru de rază R = 
= 2,0 m în jurul axei sale verticale pentru ca un om sprijinit de peretele 
interior al cilindrului să nu lunece în jos? Coeficientul de frecare u. > 0,20, 

1.2.171. În sistemul din figură se dau m = 5,0 kg,.M = 9,8 kg, R = 
"= 050 m, u = 0,40, trecarea între căruciorul M şi disc este neglijabilă. 
Aflaţi viteza unghiulară « pentru care căruciorul lunecă. | 

1.2.172. Un biciclist face un viraj pe un drum orizontal de rază R = 
= 19,6 m. Coeficientul de frecare între anvelope şi asfalt este u = 0,32. 
Aflaţi viteza maximă pe care o poate avea. 

1.2.175. Un camion se mişcă pe un pod convex de rază R=45m. 
Ce acceleraţie tangenţială maximă poate dezvolta în virtul podului dacă 
are viteza v = 51 km/h, iar coeficientul de frecare anvelope-asfalt este 
u = 0,502 Dar pe un pod concav? 

12.174. Un camion poate dezvolta o forţă de tracţiune maximă 
Fa = 15 EN pe un drum orizontal. Ce forţă de tracţiune maximă 'poate 
dezvolta camionul dacă merge cu viteza + = 72 km/h pe un pod convex, 
respectiv concav, cu raza Rh = 40 m? 

1.2.175. Cu ce viteză constantă (în modul) mazimă se poate mişca 
un camion pe un pod convex de rază P = 90 m și de lungime 1 = 31,4 
m, dacă coeficientul de trecare între anvelope şi şosea este u = 0,20? 

1.2.176. Un motociclist descrie un cerc orizontal de rază R =— 100 
m cu viteza » = 36 km/h pe suprafaţa exterioară a unui con circular 
(cu vîrful în sus) cu deschiderea 2 = 150”. Care trebuie să fie coeficientul 
de frecare pentru ca motociclistul să nu lunece ? 

1.2.177. La un viraj de rază R — 10,7 m şoseaua este înclinată (adică 
partea opusă „suprainălţată””) cu unghiul «= 20”. Din cauza poleiului 
unghiul de frecare: dintre anvelope și polei a devenit mai mic decît unghiul 
de înclinare &, iar viteza maximă posibilă a unui camion, pentru a nu 
derapa la viraj (nu există pericol de răsturnare), a devenit vos = 72 km/h. 
Care este unghiul de frecare pe polei şi care va fi viteza minimă posibilă 
a camionului? 

1.3.178. De cite ori creşte viteza maximă posibilă la viraj a unui 
motociclist pe o şosea cu supraînălţare de unghi 6 = 6,0 în compara- 
ţie cu viteza maximă posibilă pe șosea orizontală, la aceeaşi rază de 
viraj) și acelaşi coeficient de frecare u = 0,40? 

1.2.179. 0 sferă de rază DB = 39,2 em se roteşte o dată cu viteza 
unghiulară w, = 4,0 rad/s, apoi cu o» = 7, rad/s, în jurul diametrului 
său vertical. În interiorul sferei sint presărate mai multe fire de nisip. 
Considerind frecările foarte mici, unde vor sta firele de nisip? 

.1.2.180. Firul de suspensie de lungime 1 = 1,00 m al unui pendul 
simplu gravitațional descrie pinza unui con cu frecvenţa de rotaţie o= 
= 4,0 rad/s (pendul conic). Aflaţi raza cercului deseris de bilă. 

1.2,481. Un pendul conic dflat într-un lift în repaus are perioada 
T, —A,00 3 şi unghiul firului cu verticala a, = 45". Cit devine perioada 
dacă liftul coboară cu acceleraţia d = 4,9 m/s? şi unghiul de deviere devine 
aa = 60? 2 
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1.2.182. Un cărucior avind viteza v = 1,00 m/s cade într-o prăpastie 
de adincime h = 19,6 m. Evaluaţi cite rotații face căruciorul în timpul 
căderii. 

1.2.183. În spaţiul cosmic departe de alte corpuri se află e pătură 
sierică de masă M = 900 kg în interiorul căreia de-a lungul ecuatorului 
se roteşte uniform o bilă de masă m = 100 kg cu perioada 7 = 3,00 8. 
Distanţa dintre centrele corpurilor este d = 10,0 m. Aflaţi forţa cu care 
bila apasă asupra sferei. 

1.2.184. O bilă de rază r = 4,0 cm, suspendată, de un. fir de lungime 
l = 96 cm, se sprijină pe un cilindru de rază R = 56 cm, ca în figură. 
La ce turație a sistemului, bila se desprinde de cilindru ? | 

1.2.185. În camera unei roţi de automobil a pătruns o pietricică. 
La ce viteză minimă a automobilului pietricica va participa la mișcarea 
roții fără să lunece? Se dau : unghiul de frecare la lunecare dintre pietri- 
cică $i cauciucul camerei o = 11*32', raza roții R = 49 cm. Dacă viteza 
automobilului scade, în ce punct de pe periferia, roții va începe lunecarea; 
pietricelei ? Daţi unghiul razei vectoare cu orizontala. 

1.2.186. Două perechi de bile de mase m — 410 g, respectiv M = 2,00 
k&, sînt fixate în colţurile unui pătrat care se poate deforma liber, masele 


Fe. 12.104 A 12%5 


M fiind legate și printr-un resort iniţial nedeformat de constantă elastică 
k = 8,66 N/m. Sistemul se aşează pe o masă orizontală netedă fără fre- 
cări şi se pune în rotaţie în jurul axei verticale proprii. Pătratul devine 
romb cu unghiul ascuţit a = 60%, ca în figură. Atlaţi viteza unghiulară 
de rotaţie. 

1.2.187. Pe filetul (ghiventul) dreptunghiular interior al unei piulițe 
cu ax vertical lunecă un mic corp. Se cunosc: raza interioară a piuliţei 
R = 3,0 cm, unghiul filetului faţă de planul transversal al piuliţei a = 
= 15 şi unghiul de frecare dintre corp şi piuliţă e = 5,0”. Aflaţi viteza 
limită constantă în modul cu care va luneca corpul. 

1.2.183. Aflind că la viteze mari forţa de rezistenţă a aerului este 
proporţională cu pătratul vitezei, un elev a luat o bilă de masă m = 100 g 
și legind-o de un fir a început s-o învirtă repede deasupra capului pe un 
cere de rază R = 1,00 m (pumnul descriind un cere mai mic). A constatat 
atunci că raza vectoare a bilei (raza cercului R) face un unghi « = 6,0” 
cu direcţia firului în planul orizontal. Neglijind forţa de greutate (faţă 
de tensiunea din fir), aflaţi coeficientul de proporţionalitate din legea 
forţei. 

2.189, Un atomobil pornește uniform accelerat pe un 'arc de cere 
orizontal de lungime s:= 50 m şi rază de curbură R = 100 m. Ce viteză 
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maximă finală poate atinge dacă coeficientul de frecare între anvelope 
şi șosea este u = 0,28? 

1.2.190. Un camion, pornind din repaus, face un Pie de rază R = 
= 100 m, descriind un arc de cerc de unghi a = 30”. Coeticientul de fre- 
care intre anvelope şi asfalt este u = 0 30. Dacă viteza sa creşte uniform 
în modul, ce valoare maximă poate atinge? 

1.2.191. Pentru a creea greutatea artiticială două părţi ale unei nave 
cosmice, de mase m, = 4,0 t, m2 = 3,0 t au tost despărțite la distanța, 
L = 29,4 m dintre ele şi puse în rotaţie în jurul CM comun. Aflaţi peri- 
oada de rotaţie a sistemului, ştiind că un ceasornic cu pendul din cabina 
m, merge de n = 2,00 ori mai încet decit pe Pămint. 

12.192. Un camion accelerind cu o acceleraţie maximă posibilă 
pe o şosea recțilinie își măreşte viteza vp = 20,0 m/s cu Av =0,5 m/s 
într-un timp At = 0,10 s. În ce interval de timp At' minim poate face el 
același lucru pe o sosea, orizontală curbă de rază R = 100 m? Pentru 
ce rază R' nu-și poate mări viteza 9? | 

1.2.193. Un camion de masă m = 1000 kg virează cu acceleraţia 
tangenţială constantă a, = 1,00 m/s? pe o şosea orizontală de rază ke = 
= 109 m, avind coeficientul de frecare u = 0,30. Ce viteză maximă dez- 
voltă pînă la apariţia lunecării ? Ce putere va avea motorul în acest moment? 


1.2.194. O locomotivă merge cu viteza constantă 2, = 1,00 m/s 
și trage printr-un cablu de lungime l=32munv agon de masăm = 9,0t 
ca în “figură, Cunoscînd unghiurile a= 45, B= 15” (trecări neglijabile), 
aflaţi tensiunea din cablu în acest moment. 


1.2.195. În anvelopa de rază R a unui automobil eare merge cu viteza 
constantă vp a intrat un cui de masă m. Aflaţi forța de reacțiune asupra 
cuiului şi raza de curbură a traiectoriei sale în funcţie de unghiul 0 format 
de raza vectoare cu verticala. 


1.2.196. Un pahar tronconic are diametrul bazei D = 7,0 em şi unghiul 
de înclinare al pereţilor « == 30 (taţă de verticală). La ce turație a paha- 
rului în jurul axei sale verticale, apa (30 cm?) aflată pe fundul paharului 
va îi azvirlită afară? _ 

1.2.197. Pe suprafaţa interioară a unei stere de rază R = 55 cm poate 
aluneca cu frecare foarte mică o bilă de rază r = 3,0 cm. Care va fi pozi- 
ţia de echilibru relativ a bilei (unghiul dintre raza vectoare a bilei şi ver- 
ticala) dacă sfera se roteşte cu turaţia n = 1,00 rot/s în jurut diametrului 
vertical? | 
() 1.2.198. Peste suprafaţa exterioară a unui con cu deschiderea 
2a — 90 şi cu virtul în sus este aşezat orizontal ua lănţisor de masă m = 
— 314 g şi rază R = 20 em cu capetele legate între eie, astfel încît el 
se roteşte o dată cu conul cu viteza unghiulară e = 9,0 rad/s în jurul 
axei sale verticale. Ce tensiune va fi în lănţişor ? 
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1.2.199. O tijă verticală are prinse la capete două fire de acelaşi fel 
sub unghiurile a, respectiv f, astfel încît la capătul comun este prinsă 
o bilă de masă m la distanţa R de tijă, ca în figură. Sistemul se pune în 
rotație cu viteze unghiulare din ce în ce mai mari. Care din fire se rupe 
primul? 


; 


4) 


1.2.200. Un cilindru de masă m = 1,00 kg, adus în mişcare de rotație, 
este aşezat într-un unghi diedru 22 = 905, ca, in figură. Cunoscind unghiul 
de frecare cu planele e = 15, aflaţi forţele de apăsare asupra planelor. 

1.2.201. Aflaţi de cite ori crește viteza maximă realizabilă fără dera- 
pare la o sosea datorită „suprainălțării” părţii exterioare cu unghiul 
a = 6,0”, unghiul de freca:e fiind e = 15. 

1.2.: 202. Ce viteză minimă ni AF să aibă un motociclist pentru 
a putea merge pe suprafaţa interioară a unui cilindru vertical, centrul 
său de masă descriind un cerc orizontal de rază PR = 10,0 m, stiind că 
pe o sosea oritontală, la acelaşi coeficient de frecare raza minimă de viraj 
la viteza 7, = 9,8 m/s este Ry = 40 m. Cu ce unghi față de orizontală 
se înclină motocic listul dacă merge cu viteza minimă cerută? Dar cu 
viteza 1 = 22 m/s? 

1.2.203. Două corpuri mici identice sint legate între ele printr-un 
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fir de lungime 1 = 2,0 cm și așezate de-a lungul unui meridian al unei 

sfere fixe fă ră frecări, de rază R = 9% em, astfel încît un corp este în 

pol. Care va fi acceleraţia, iniţială a sistemului ? ? Pentru ce coeticient de 
frecare corpurile vor rămine în repaus? 

1.2.204. La un viraj de rază R = 100 m, efectuat cu viteza iniţială 

to = 10,0 m/s, un camion frinează cu acceleraţia tangenţială constantă 

maximă . astfel ca să nu derapeze şi parcurge distanţa s = 30 m pină 
la oprire. Aflaţi coeficientul de frecare. 

1.2.205. Un cilindru se rostogolește cu acceleraţia orizontală a = 
= 4,9 m/s? a centrului de masă. Pe suprataţa sa interioară alunecă un 
mie corp astfel încît raza sa vectoare face un unghi a — 45" cu orizon- 
tala. Aflaţi coeficientul de îrecare. 

1.2.206. Un acrobat de masă m = 60 kg merge uniform pe un cilin- 
dru, în timp ce cilindrul se rostogolește uniform în sens opus fără să lunece. 
Unghiul maxim faţă de verticală format de raza vectoare spre punctul 
unde calcă acrobatul este 0 = 30. Aflaţi unghiul' de frecare şi forţa de 
frecare în acest caz. 

1.2.207. O bilă de masă m, = 100 g suspendată de un fir este menţi- 
nută în repaus în poziţie deviată eu « = 60” a firului faţă de verticală: 
De bila m, este suspendată printr-un alt fir o altă bilă de masă me = 200 g. 
Aflaţi acceleraţia bilei 2 imediat ce i se dă drumul bilei m,. 
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=*  1,2.209. Acceleraţia normală a unui mobil care se mișcă pe un cere 

de rază R variază după legea a, = A + Bt + Ct?. Deduceţi legea accele- 

dir tangenţiale și legea spaţiului. 

* 1.9.209. Un mobil se mișcă pe o traiectorie circulară după legea, s = 

= ct3, unde ce = 0,10 m/s. Aflaţi acceleraţia tangenţială în momentul 

cind viteza, este o — 30 m/s. 

= 1.9.210. Într-o mişcare circulară 0 = bt — ct?, unde b, e sint constante 

pozitive. Calculaţi viteza, unghiulară medie şi acceleraţia unghiulară 

medie pe durața mișcării, de la pornire pină la oprire. 

= 1.2211. Acceleraţia ingiilulară a, unei particule în miscare circulară 

este e = TRE — că Aflaţi tangenta unghiului dintre acceleraţie şi viteză. 
Cc . 

* 1.29.2192. 0 bandă de magnetofon de grosime P se înfășoară cu viteză 

constantă z, pe o bobină de rază iniţială Pg. Aflaţi: a) viteza cu care 

creşte raza bobinei, b) acceleraţia unghiulară a bobinei. 

(*) 12.213. În timpul oscilaţiilor unui pendul simplu gravitațional acce- 

leraţia maximă a bilei este de n ori mai mare decit acceleraţia, minimă a 

bilei. Aflaţi amplitudinea unghiulară a oscilaţiilor. Ce valori poate lua n? 

** 1.2.214. O roată se roteşte astfel încit acceleraţia sa unghiulară variază 

după legea e = A — Po. Știind că la momentul iniţial 1 =0, o = oo 

aflaţi legea de variaţie a vitezei unghiulare. Care este viteza unghiulară 

staţionară şi în cit timp se atinge? 

* 1.2.215. 0 particulă se mişcă pe un cerc de rază R după legea s = 

= A sin (ot-+ 2), 8 — lungimea, arcului de cerc. Aflaţi valorile extreme 

ale accelerației. 

x 12.216. Un mobil se mişcă pe un cere de rază R astfel, încit unghiul a 

dintre viteză şi acceleraţie este constant. Exprimaţi viteza în funcţie 

de timp, viteza, inițială fiind 79. 

> 1.2.217, De un stilp cilindric vertical de rază este prins un fir de 

lu ngime ! (în planul orizontal) avind la capăt o bilă. I se imprimă bilei 

o viteză orizontală » perpendicular pe tir. Neglijind frecările, aflaţi după 

cit timp se înfășoară o fracțiune f din lungimea firului. 

** 1.2.218,. Pe un stilp cilindric vertical de rază R.— 10,0 cm este înfă- 

șurat un fir de lungime 1 = 68,6 cm, avind la capăt o bilă. I se imprimă 

bilei o viteză radială o = 343 m/s În cit timp firul se va înfăşura din 

nou pe stilp? Frecările sînt neglijabile. 


a... 
Pra n. 


Ă 
Fp227 Fgr0s 


+x 1.2219. Într-un icheab curbat sub formă de circumferință orizontală 
de rază Rr, (r — raza jeheabului) lunecă un mic corp cu coeficientul 
de irecare u și viteza iniţială og. Aflaţi : a) coordonata carBilinie s în iunc- 
ţie de vi teză, b) viteza iniţială necesară pentru ca acest corp să înconjoare 
complet circumferința. 
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* 12.220. Un pendul simplu gravitațional de lungime ] şi masă m 
oscilează după legea 0 = Asin(ot+ a). Calculaţi tensiunea din fir. 
(%) 12.221. Un lănţişor de masă m = 100 g şi lungime ! — 1,00 m, cu 
capetele împreunate, intăşoară periteria unui disc orizontal care se rotește 
uniform în jurul axei sale verticale şi antrenează prin frecare lănţişorul. 
La ce turație a discului lănţişorul se: va rupe, dacă tensiunea sa de rupere 
este 7, = 1,00 kN? 


—— Forțe elastice 


2.222, Ce înălțime maximă poate avea un zid de cărămidă dacă 
limita de rezistenţă a cărămizilor la comprimare este s, = 6,0 MN/m:, 
iar coeficientul de siguranţă este s = 5,0? Greutatea specifică a cărămizilor 
* = 20,0 kN/m*. | 

„2.223. Două sirme de dimensiuni identice dar din materiale dife- 
rite, sint sudate o dată în serie şi apoi în paralel şi supuse la o forţă de 
tracţiune. Calculindu-se apoi modulele de elasticitate ca şi cum ar fi din 
același material s-au găsit, bineînţeles, valori diferite: E” = 96 GPa, 
E” — 100 GPa. Atlaţi modulele £,,, pentru fiecare sirmă. 

1.2.224. Au tost confecționate baloane de sticlă de diferite raze și 

de aceeaşi grosime a pereţilor. Baloanele sînt supuse unui test de rezis- 
tenţă la presiune. a) Care din baloane se sparge mai întii? b) Cum tre- 
buie să tie grosimea pereţilor faţă de raza balonului pentru ca ioate baloa- 
nele să, reziste la aceeaşi presiune î 
(*) 1.2.225. Un resort greu de constantă elastică k& este asezat pe un plan 
orizontal fără frecări şi tras la capete de forţele orizontale Pa. Atlaţi 
alungirea resortului. 
(%%*) 1.2.226. Un dinamometru este așezat orizontal pe un plan orizontal 
tără trecări. Resortul are masa 7, iar corpul cilindric al dinamometrului 
în care se află resortul are masa M. De capătul liber al resortului se trage 
cu o forţă orizontală F,, iar de corpul dinamometrului se trage cu o forţă 
PF, în sens opus. Ce forţă / indică dinamometrul ? 

„2.227. Un corp de masă m = 10,0 g este suspendat de un fir elastio 
de constantă 4 = 10,0 N/m. Cu cit trebuie ridicat corpul de la poziţia 
sa de echilibru pentru ca lăsat apoi liber să rupă firul a cărui tensiune 
de rupere este 7, = 0,410 N? (9 = 10 m/s). 

1.2.228. În sistemul din figură barele au masă neglijabilă şi articu- 
laţiile sînt ideale. Iniţial barele iormează un pătrat, resortul fiind nedetor- 
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mat și de lungime E. = 9,8 cm. De capătul inferior se agaţă un corp de 
masă m = 0,50 kg și unghiul superior devine a = 600. Aflaţi constanta 
elastică a resortului. 


k i 
4 7770 
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1.2.229. În sistemul din figură se cunosc 7; = 100 Njm si P = 10,0 N, 
resortul şi'scripetele fiind ideale. Cu cit coboară punctul A ? 

1.2.230. Pe un disc orizontal care se poate roti în jurul axei sale ver- 

ticale se află un mic corp de masă m = 100 g prins printr-un resort de 
centrul discului. Dacă turaţia discului este cel mult m = 2,0 rot/s, resortul 
rămîne nedeformat. Dacă turaţia crește foarte lent pină la n2 = 5,0 rot/s, 
resortul se alungeşte cu o fracțiune f = 1,0 din lungimea sa nedeformată. 
Aflaţi constanta elastică a resortului. 
(*) 1.2.231. Pe un cilindru de rază R = 20,0 cm se îmbracă un inel de 
cauciuc întins uniform, de masă m = 200 g şi constantă elastică k = 100 
N/m, avind în stare nedeformată lungimea 1, = 62,8 em. Cilindrul este 
pus în mişcare de rotaţie cu acceleraţia unghiulară constantă e = 1,00 
rad/s?. După cît timp inelul de cauciuc va începe să lunece față de cilindru, 
dacă coeficientul de frecare la lunecare este u, = 0,40 ? (Se neglijează 
gravitația). 

1.2.232. În punctul superior al unui plan cu înclinația a = 30 faţă 
de orizontală, este prins un capăt al unui resort ideal, cu lungimea nedetor- 
mată 1 = 9,8 cm şi constantă elastică L = 30 N/m. De celălalt capăt al 
resortului este prinsă o bilă de masă m = 100 g şi de dimensiuni neglija- 
bile, sprijinindu-se de plan fără frecare. Se imprimă sistemului o mişcare 
de rotaţie cu viteza unghiulară wo = 15 rad/s în jurul unei axe verticale 
care trece prin punctul superior al planului înclinat. Aflaţi alungirea 
resortului. Ce viteză unghiulară maximă se poate imprima sistemului? 
»x 1.2.233. O tijă omogenă şi uniformă de masă m şi lungime ] se rotește 
cu viteza unghiulară w într-un plan orizontal în jurul unei axe verticale 
trecînd printr-un capăt al tijei. Care va fi tensiunea T(z) în tijă în sec- 
ţiunea depărtată cu de axa de rotaţie ? Care este geacţiunea articulației ? 

1.2.234. Un pendul conic are firul de suspensie format dintr-un fir 

de cauciuc elastic de lungime nedeformată 1 = 60 cm și constantă elas- 
tică k = 9,3 N/m. Bila are masa m = 310 g. Ce viteză unghiulară are 
pendulul dacă firul a deviat cu unghiul « = 60%? 
(£) 1.2235. Un fir elastice de lungime Ip = 1,00 m, masă m = 0,100 kg 
şi constantă elastică k = 2,00 N/m este închis sub formă de inel și pus 
în mișcare de rotaţie cu viteza unghiulară w = 20 rad/s într-un plan 
orizontal fără frecări. Aflaţi raza inelului. 
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e 1.2.236. Denienstraţi formula generalizată a lui Galilei pentru miş- 
carea curbilinie oarecare : 


02 = 03 + fade = = 3 + 2ai(e — so), 


unde ă, este acceleraţia tangenţială medie pe distanța tiu, 8). Aplicaţi for- 
mula la oscilatorul armonic (de masă m şi constantă elastică 7%). 

= 1.92.2937. Un corp se mişcă pe o traiectorie curbilinie după legea s = 

= b"w" —c",b,c,n — constante pozitive, la momentul iniţial t = 0 coor- 
donata iniţială fiind 39 = 0. Deduceţi legea vitezei în funcţie de timp. 
=* 1.29.2938. Într-o mişcare încetinită diagrama, vitezei în funcţie de 
ip este reprezentată printr-un sfert de elipsă din primul cadran. Viteza 
iniţială este v, = 10 m/s, iar timpul pînă la oprire î„ = 40 s. Calculaţi: 
distanţa s parcursă pînă la„oprire. Deduceţi legea mişcării. 
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** 12,229. Viteza de curgere 'a unui rîu variază cu distanţa de la țărm 
după legea 7 = Va ; = const, pînă la mijlocul riului, după care variază 
invers, iza, pină la celălalt mal. Lăţimea riului este b. O barcă por- 
neşte de pe țărm cu viteza n constantă: a) orientată permanent perpen- 
dicular pe țărm, aflaţi cu cît o duce la vale apa cînd ajunge la celălalt 
țărm ; b) orientată astfel încît să înainteze exact perpendicular pe țărm 
(99 >, Pmax & fiului), aflaţi în cit timp barea traversează rîul. c) Care este 
semniticaţia constantei 4? 

* 1.2.240. O particulă descrie o curbă plană astfel încît dreapta suport 
a socdla i trece printr-un punct fix 0. Arătaţi că acceleraţia se poate 
exprima astfel : 


dv 
a=0—, r  const,- 
dr 


unde r este distanţa pină la punctul fix. 

(%) 1.2.241. Un punct material se mișcă într-un plan (0xy) după legea : 
a = bt, y =ct —ht?, unde d, e, h sint constante. Aflaţi unghiul dintre 
vectorii viteză şi acceleraţie în funcţie de timp. 

+ 19.942. Un elicopter urcă cu viteza o, = 99 = const, dar în același 


timp suflă vînt orizontal a cărui viteză creşte cu Et Oana : e, = AVy. 
Deduceţi legile mişcării şi ecuaţia traiectoriei. 

+ oo. Ecuațiile cinematice ale mişcării uhui mobil sînt e =A cosul, 
4 = B sinot, A, B, ow— constante pozitive. Aflaţi: a) ecuaţia implicită 
a traiectoriei, b) viteza v(7,Y), c) acceleraţia a(z,y) şi acceleraţiile tangen- 
"ţială a, şi normală (n, d) raza de curbură a traiectoriei R(z,y). 

** 1,2,944, Un'cere de rază R se rostogoleşte fără lunecare pe o dreaptă 
Oz. a) Stabiliţi ecuaţiile parametrice ale traiectoriei unui punct de pe 
cerc în funcţie de unghiul 0 al razei sale vectoare cu verticala. Această 
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traiectorie se numește ciclvidă. b) Un mobil se mişcă cu viteză consinlă o 
pe cicloidă. Caleulaţi proiecția a, a accelerației sale pe axa Oy. €) Calculaţi 
lungimea unei bucle de ciclovidă. 


i 1.2.245. Un lanţ (sau fir greu omogen) suspendat de capetele sale 


ia sub acţiunea greutăţii iorma unei curbe numită „lănţisor” de ecuaţie 
b 
a că iad — e-2b) = beh- ra b = const, 
i : 
- 4 


care reprezintă așanumitul cosinus DE) apa (ch). 
Un mobil se deplasează uniform pe lanţ cu viteza constantă 7. Ci al- 
culaţi accelerația şi raza de curbură a lănţișorului în funcţie de coordo- 
natele (z, 7) ale mobilului. 
(%) 12.246. .Un mobil descrie o traiectorie plană astfel, incit e = tor = 
99 
= const. Arătaţi că atunci acceleraţia se scrie a — = „ unde ke este 
i oz 


raza de curbură a traiectoriei. 
F 12.247. Arălaţi că în cazul unei mișcări piane viteza pe traiectorie 
o a mobilului se scrie : o = 209, unde PR este raza de curbură a traiectoriei, 
iar 9 unghiul dintre viteză (sau tangenta la Sonora și o axă fixă (de 
ex. Oz) din planul mișcării. 

19,248, Un mobil se mişcă în plan astfel incât unchiul a dintre viteză 


și acceleraţie este constant. Arătaţi că viteza pe traiectorie e a mobilului 
se serie 


J = p gel9—0ojcte a, 


unde 0 este unghiul dintre viteză (sau tangenta la traiectoi ie), ȘI 0 axă 
din plan (de ex. 0). 

% 1.2249, [Ecuațiile mișcării unui mobil sînt următoarele ; = cos ot, 
y = rsinot, 2 = ct, unde r,o,c sint constante pozitive. Aflaţi : a) traiec- 
toria, b) viteza, c) ace cleraţia, () raza de curbură. 

* 12.250. Arătaţi că la miscarea liberă a unei particule în aer, oricare 
ali iorţa de rezistenţă a aerului, avem 


MEU fi cl 
e de ST 9 
da? aie A 


unde r, = & este componenta vitezei pe axa orizontală. 

*x 1.2251. O particulă este aruncată în aer cu viteza inițială pp sub 

unghiul a taţă de orizontală. Forţa de rezistenţă din partea, aerului este 

proporţională cu viteza. Cunoscind viteza limită c de cădere liberă, cal» 
culaţi : a) ccmponentele vitezei 7, e, în funcţie de timp, b) coordonatele 
z,y în funcţie de „timp, c) timpul de urcare î, pînă la înălţimea maximă, 

d) coordonatele înălţimii maxime, e) ecuaţia explicită a traiectoriei și 

asimptota.ei, f) obţineţi cazul particular al aruncării în vid. 
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—— Cimpul gravitațional 


 1.2.032. Calculaţi intensitatea cimpului gravitațional al unui inel 
subţire de masă m si rază R la o distanţă y de centrul inelului pe axă 
acestuia. la ce distanţă cîmpul este maxim și ce valoare are? 


ip 1d 25 


1.2.253. La ce altitudine deasupra unui Pol greutatea unui corp este 
aceeaşi ca la ecuator dacă acceleraţiile gravitaționale sint : 

dp = 9,85 m/s?, ge = 9,78 m/s?, iar raza Pămîntului P = 6370 km? 

12.254, La ce altitudine deasupra nnui Pol greutatea unui corp 
este aceeaşi ca la ecuator pentru o planetă sferică de rază n = 6400 km, 
densitate e = 5,5 glem? şi perioada de rotaţie T = 24 h? (Constantă 
gravitaţională + = 6,67 - 10-11 N.m2/kg?.) « 

1.2.255. Cunoscind raza Pămintului R = 6370 km, acceleraţi gravi- 
taţională go = 9,8 m/s? şi constanta gravitaţională y = 6,61 » LOA N.m2/ 
[kg?, aflaţi densitatea medie a Pămîntului. 

12.256. Ia ecuatorul unei Planete corpurile cintăresc de n = 3,0 
ori mai puţin decît la Poli. Perioada rotației proprii 7 = 2h 17 min. 
Aflaţi densitatea medie a Planetei (+ = 6,67 - 10-11 N.m2/ixg?). 

1.2.957. Cunoscînd primă viteză cosmică vy aflaţi viteza unui satelit 
pe o orbită circulară de rază r = n &. 

1.2.258. Pe o orbită circulară de rază r = 6500 km în jurul unei 


a...) 


planete de masă M = 5,98 - 102 kg zboară un satelit. Aflaţi perioada 
(y = 6,67 - 10-11 N.m?/kg?). 


1.2.239. Aflaţi perioada minimă de revoluţie a unui satelit în jurul 
unei stele neutronice de densitate p = 1,0: 1017 kg/m3. Se dă constanta 
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1.2.264. Două stele de mase m, = 1,98 :10% kg, m, = 0,99 - 108 
kg se rotesc avind distanţa PR = 5,9 - 10 km între ele. Aflaţi viteza unghiu- 
lară şi vitezele lor (* = 6,67 - 1U- N. m2/kg2). 

1.2.265. Calculaţi prima viteză cosmică pentru Jupiter, stiind că 
satelitul Hanimede se roteşte pe o orbită de rază r = 1,0 - 10% km cu 
perioada [= 7,15 -24 h. Raza planetei Jupiter BR, — 70 -103 km. 

1.2.265. Atlaţi acceleraţia gravitaţională de cădere liberă la supra- 
faţa Soarelui, cunoscind durata anului 7 = 1,0 ani, distanța Pămiînt- 
Soare DR = 119,5 - 10% km și unghiul a = 32" sub care se vede de pe 
Pămînt diseul solar. 

1.2.267. Care este perioada unui satelit artificial lansat la altitudine 
mică pe o planetă sferică omogenă de densitate p = 5 500 ke/m3? ( = 
= 6,67: 10-11 N. m?/kg?). 

1.2.268. Caleulaţi perioada de revoluţie a Lunii în jurul Pămîntului 
cunoscinil acceleraţia terestră a căderii libere 9, = 9,3 m/s?, raza Pămin- 
tului Bo = 6400 km și distanţa Pămint-Lună RR = 384000 km. 

1.2269. Calculaţi masa Soarelui cunoscînd perioada de revoluție 
a Pămintului în jurul Soarelui 7 = 1,00 ani, distanţa Pămînt-Soare R = 
=— 149,5 : 10% km și constanta gravitaţională + = 6,67: 10-1UN, m2/kg?. 

1.2.270. Un cosmonaut cu masa m = 100 kg se află în afara navei 
de masă JM = 5,0 t, legat de navă printr-un cablu de lungime 1 = 64 m. 
Nava se mișcă pe o orbită circulară în jurul Pămîntului la altitudinea 
h = 600 m. Care este tensiunea din cablu dacă cosmonautul este mereu 
de pastea opusă Pămintului? (Raza Pămintului E = 6400 km). 

1.2.271, Un satelit este lansat de la unpolcu o viteză orizontală. 
După 7 = 3 h 20 min satelitul atinge altitudinea maximă faţă de Pămint. 
Aflaţi această altitudine. i 
+ 1.2.272. Luna se depărtează de Pămînt cu viteza radială +, = 3,3 
cm/an. Aflaţi acceleraţia unghiulară a Lunii știind distanţa Pămînt-Lună 
h = 384 :103 km si viteza unghiulară a Lunii = 2,56 10-* rad/s. 
+ 1.2.273, Fie un fragment de cere de butoi, de masă m, de unghi la 
centru a şi de rază de curbură PR. Calculaţi intensitatea cîmpului gravita- 
ţional în centrul de curbură. 

Fă 12.214. Calculaţi intensitatea cimpului gravitațional al unui dise 
subţire, omogen și uniform, de masă m și rază R, pe axa de simetrie a 
acestuia. Deduceţi apoi intensitatea cimpului gravitațional al unui plan 
infinit, de densitate superticială o. | 

+ 12.275, Calculaţi intensitatea cîmpului gravitațional al unui fir 
rectiliniu de lungime ! și masă m, la distanţa r de fir pe mediatoarea aces- 
tuia. Deduceţi apoi cîmpul unui fir infinit cu densitatea liniară î. 

*x 12.276. Deduceţi expresiile cîmpului și potenţialului gravitațional 
produs de o sieră omogenă de masă m şi rază k. 

xx 1.2.277. Un corp este aruncat vertical în sus de la suprafaţa Pămin- 
tului cu viteza iniţială vg. a) Neglijind rezistenţa aerului, aflaţi la ce înăl- 
țime maximă se ridică corpul și timpul de urcare (se ţine seama, de variația 
lui g cu altitudinea). b) Dacă corpul cade liber de la o înălţime 1, aflaţi 
cu ce viteză ajunge pe Pămînt și iimpul de cădere. 


1.3. ENERGIA 
ze VIECANICĂ 


1.3.1. Un corp de masă m = 1,00 kg urcă vertical unilorm accelerat, 
Pe o anumită distanţă k = 1,00 m e! are viteza medie (2) = 5,00 m/s şi 
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viteza sa creşte cu Av = 0,50 m/s. Aflaţi lucrul mecanic efectuat asupra 
corpului pe această distanţă. Ă 

1.3.2. O lăcustă, îndreptiîndu-și picioarele de lungime 1 = 5,0 cm, 
sare pină la o înălțime Ph = 30 em. Evaluaţi puterea medie dezvoltată 
pe unitatea de masă (puterea specitică) a lăcustei. 

1.3.3. Un vagonet de masă m = 300 kg trebuie să parcurgă o dis- 
tanţă s = 1784 m într-un timp minim, accelerind uniform şi frinînd uni- 
form. Coeficientul de frecare la lunecare între roţi şi şine u= 0,20. Aflaţi 
timpul minim posibil şi puterea minimă necesară a motorului. 

1..4. De un tren de masă M = 100 t care merge rectiliniu uniform 
se desprinde ultimul vagon de masă m = 10,0 t. Ge distanţă parcurge 
acest vagon pină la oprire, dacă puterea locomotivei este tot timpul cons- 
tantă P — 300 kW, iar după desprindere viteza trenului este constantă 
p' = 12 km/h? Se consideră că toate forţele de rezistenţă sînt proporţio- 
nale cu greutăţile. 

1.3.5. Dacă imprimăm sistemului din figură o anumită viteză, dînd 
un impuls corpului me == 20 g în jos, acesta coboară cu h, —25 cm. Dacă 
imprimăm sistemului aceeași viteză, dind un impuls corpului m, = 100 g 
spre stiuga, corpul m, urcă cu ha = 5,0 cm. Aflaţi coeticientul de trecare u. 
(Seripetele este ideal.) 


Ag,13:74 


** 1.).6. Pe o masă este întins un lanţ. Un capăt al lanţului, de care este 
prins un corp gfeu, atirnă liber peste marginea mesei. Cind porţiunea de 
lanţ de pe masă are lungimea 1, lanţul este în echilibru, dar la o mică 
trepidaţie începe să lunece. Ailaţi viteza lanţului în momentul cînd el 
părăseşte maşa, mai general, viteza lanțului în funcţie de deplasarea 
capătului său liber. A 

1.3.7. O săniuță coboară pe un plan înclinat de înălţime h = 2,09 
m şi bază b = 5,00 m, racordat cu un plan orizontal, pe care săniuţa se 
opreşte parcurgind o distanţă s = 35 m. Aflaţi coeficientul de frecare la 
lunecare yu. (Aplicaţi consideraţii energetice) 

1.3.8. Un. corp lunecă liber, fără viteză iniţială, din virtul unui plan 
înclinat, de unghi a — 9,07, care are jumătatea superioară absolut netedă 
tără frecări, iar jumătatea inferioară cu coeficientul de frecare u. Pentru 
ce vaiori u corpul poate ajunge la baza planului? (Aplicaţi considerații 
energetice.) | 

1.3.9. Un motor de putere P = 4,9 kW trage uniform în sus de-a 
lungul unui plan înclinat un corp. Cunoscând impulsul corpului p = 1000 
N.s şi unghiul de frecare e = 3,07, aflaţi unghiul planului. 

1..19. Un corp de masă m = 200 g este lansat cu viteza iniţială 
v9 = 12 m/s în sus de-a luneul unui plan înclinat de unghi « = 30”. Coe- 
ticientul de frecare la lunecare u = 0,30. Cită căldură se degajă prin 
frecare în timpul t — 3,5 s de la lansare? 

1.3.11. Ce viteză ţrebuie să aibă schiorul în punctul D pentru a putea 
urca liber pină în punctul A? Se dau: înălţimea h = 1,00 m, distanţa 


ca 
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orizontală d = 10 m şi coeficientul de frecare u = 0,10. Cu ce viteză se 
întoarce liber înapoi în punctul D? 

1.3.12. Un corp de masă m = 2,00 kg lunecă liber pe un plan înclinat 
de unghi a = 30. După o distanţă s = 1,00 m corpul are viteza + = 3,7 
m/S. Calculaţi pierderea de energie mecanică. , 
(*%*) 1.3.13. O sanie de masă m = 40 kg este trasă lent în sus pe un deal 
de zăpadă de înălțime h = 2,00 m și lungime pe orizontală ! = 10,0 m. 
În fiecare moment sfoara este tangentă la suprafaţa dealului, iar coeficien- 
tul de frecare este u = 0,050. Aflaţi lucrul mecanic efectuat de forța de 
tracţiune. 


4 


PP) 


1.9.14. Un avion de masă m = 2,5 t cu motor oprit planează cu viteza 
p = 144 km/h coborind de la o înălţime 4, = 2,0 km pină la o înălțime 
ha = 1,0 km, parcurgînd o disțanţă d = 10 km. Ce putere trebuie să 
dezvolte motorul pentru a se întoarce înapoi cu aceeaşi viteză? 

1.3.15. O sanie de masă m =— 200 kg urcă un deal cu viteza » = 36 
km/h motorul dezvoltînd o putere P = 0,30 kW. Coeficientul de trecare 
cu zăpada u = 0,010. Aflaţi panta dealului. 

1.3.16. Un camion de masă m — 4,0 t coboară o pantă p = 5,0% 
cu viteză constantă p = 54 km/h cu motor decuplat. Ce putere trebuie 
să dezvolte motorul pentru a urca înapoi aceeaşi pantă cu aceecași viteză ? 

1.3.17. Un camion urcă o pantă mică (sub 5”) cu viteza +, — 30 km/h 
şi apoi coboară pe aceeaşi pantă cu viteza 3 = 50 km/h cu aceeasi putere 
a motorului. Ce viteză va avea camionul pe un druin orizontal la aceeași 
putere a motorului? Foate forţele de rezistență sint proporționale cu apăsă- 
rile normale. 

13.18. Pe o bandă rulantă, înclinată cu unghiul a = 39%, care se 
miseă în jos cu viteza pp = 0,50 m/s, se aşează uşor o cărămidă de masă 
m = 2,0 kg. Ce lucru mecanice eiectuează forța ae frecare asupra cărămizii 
pînă aceasta se opreşte faţă de bandă, coeticientul de îrecare fiind u = 0,40? 

1.3.19. Un corp este aruncat: sub unghiul zp == 4% cu energia cinetică 
Ey = 10,0 J. Calculaţi energiile cinetică şi potenţială la înălțiinea maximă, 

1.20. Sub ce unghi față de orizontală trebuie aruncat un corp, 
pentru ca energia sa cinetică în punctul de înălţime maximă să fie f = 25 % 
din energia cinevică iniţială din punetul de lansare? | 
(*) 1.9.21, Pe suprafaţa orizontală netedă a gheții stă în repaus o scîn- 
dură de masă M — 1,00 kg şi lungime [ = 1,00 m, la capătul'căreia stă 
o pisică de masă m = 2,09 kg. a) Cu ce viteză minimă faţă de gheaţă 
trebuie să sară pisica pentru a căde»v la celălalt capăt al scindurii ? b) Sub 
ce unghi faţă de orizontală trebuie să fie viteza pentru ca energia cheltuită 
de pisică pentru salt să tie minimă? | 

1.3.22. Un lanţ de lungime 1 = 20 m este trecut simetric peste un 
scripete ideal (R < 1). Datorită unei trepidaţii lanţul începe să coboare. 
Aflaţi viteza lanţului în momentul cînd părăsește seripetele. 
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1.9.23,. O particulă se mişcă uniform pe un cere de rază PR = 50 em, 
avind energia cinetică E, = 10,0 J. Aflaţi forţa care acţionează asupra 
particulei ; puterea dezvoltată de această to:ţă şi lucrul mecanic efectuat 
de această forţă la o rotaţie. 

1.3.24. Din virful O al unui semicilindru fix coboară Jiber, fără viteză 
inițială și fără frecări un mic corp de masă m. Aflaţi şi reprezentaţi în 
îuneţie de unghiul $ forţa de apăsare exercitată de corp asupra cilindrului. 


a 
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1.3.25. De la înălțimea H = 2R lunecă pe un plan înclinat fără fre- 
care un mic corp. Planul înclinat continuă cu o buclă circulară de rază 
R în planul vertical. La ce înălțime corpul se desprinde de buclă ? 

1.3.26. Un corp de masă m = 0,50 kg alunecă liber de la o înălțime 
h = 2,00 m si descrie bucla din figură de” rază R = 40 em astfel încit în 
punctul superior al buclei apăsarea este zero. Aflaţi căldura degajată 
prin frecare de-a lungul traiectoriei pînă la acest punct. 
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1.3.27. Un mic corp lunecă fără frecare pe suprafaţa interioară a unui 
cilindru de rază R — 4,00 m după care intră pe un plan orizontal rugos cu 
coeficientul de frecare u = 0,20, oprindu-se după parcurgerea distanţei 
l=30m. La ce înălţime h corpul apăsa pe cilindru cu e forță N =fmg, f=20? 

1.3.28. Un corp de masă m suspendat de un fir oscilează într-un plan 
vertical sub acţiunea greutăţii cu amplitudinea unghiulară « (pendului 
simplu gravitațional). Care este tensiunea din fir în “momentul cînd firul 
formează unghiul VU cu verticala? Care este tensiunea maximă şi minimă ? 

1.3.29. Un pendul simplu gravitațional oscilează cu amplitudinea 
unghiulară e = 75*31”. Pentru ce deviaţie a firului tensiunea din fir este 
egală in modul cu tensiunea din starea de echilibru static a pendulului ? 

1.3.30. Un pendul simplu gravitaţienal are bila de masă m = 50 g 
suspendată de un fir de lungime l — 1,00 m. Știind că bila are viteza 
MaXiMă == 1,41 m/s, aflaţi tensiunea "minimă din, fir. 

1.3.3]. ră un tub or izontal oscilează fără frecare un mie corp de 
masă n pe un arc de cere de lungime egală cu diametrul tubului. Aflaţi 
forţa de apăsare pentru v poziţie oarecare a corpului! cînd raza vectoare 
tace unghiul 0 cu verticala. Cit este apăsarea maximă? 
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1.3.92. Unei bile suspendate de un îir j se imprimă o viteză orizon- 
tală. Cind firul a deviat cu unghiul 0 = 30” acceleraţia bilei a fost ori- 
zontală. Aflaţi unghiul de deviaţie maximă, 

1.9.33., La ce tensiune minimă de rupere trebuie să reziste un fir 
pentru ca o bilă de masă m suspendată de ir să poată descrie un cerc în 
planul vertical? 

1.3.34. De un fir, respectiv tijă imponderabilă, de lungime 1 este 
suspendată o bilă. Ce viteză orizontală trebuie imprimată bilei pentru 
ca ea să urce pină în punctul superior diametral opus ? Aflaţi tensiunile 
maxime. 

1.3.35. De tavanul unui lift este suspendată printrgin fir de lungime 

| = 850 cm o bilă care oscilează cu amplitudinea unghiulară gg = 6% 
Cind firul trece prin poziţia verticală cablul de susţinere a liftului se rupo 
şi sistemul cade liber. Ce viteză îaţă de Pămint va avea bila atunci cind 
loveşte tavanul? 
(*) 1.3.36. Un satelit cu masa m = 200 kg zboară la altitudinea 7, 
— 100 km pe o orbită circulară. Datorită frecării cu straturile superioare 
ale atmosferei, satelitul ajunge pe o orbită circulară la altitudinea ah, = 
— 90 km. Cită căldură se dezvoltă prin frecare? 

1.337. Unei bile suspendate de un fir de lungime 1= 1,00 mi se 
imprimă o viteză orizontală o, = 6,0 m/s. La ce înălțime firul va slăbi 
şi bila va părăsi cercul? Ce viteză va avea bila în acest moment? 

1.).29. O bilă de masă m = 100 g suspendată de un fir de lungime 
l — 20 em este deviată cu a = 60% şi i se comunică oviteză vp = 2,0 m/s 
perpendicular pe fir în planul vertical conținînd firul. Aflaţi forța minimă 
la care trebuie să reziste tirul. * 

1.3.39. Pe o tijă subţire (de masă neglijabilă) ţinută orizontal sînt 
firate două bile de mase m, = 3,0 kg, mn = 2,0 kg la distanţele 7, = 1,00 
M, Ta = 2,00 m de axa orizontală transversală în jurul căreia se poate 
roti tija în planul vertical, ca în figură. Ce viteză va avea bila inferioară 
cînd tija, lăsată liber, va trece prin poziţia verticală ? 
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1.3.40. Sistemul din figură cu masele m, — 0,50 kg, ma — 0,50 kg 
fixate pe tije de lungime ], = 40 cm,], = 30 em, este lăsat liber să se roteas- 
că în jurul axei orizontale 0. Atlaţi viteza unghiulară cind tija Î, devine 
verticală. 

1.3.41. Pe o tijă de masă neglijabilă, avind la capătul superior o 
articulaţie, sînt fixate două corpuri de mase m, = 200 g, ma = 100 g la 
distanţele 1, = 40 cm, l, = 80 cm de articulaţie. Tija este deviată cu 
unghiul a = 60” şi lăsată liber. Ce viteză unghiulară va avea tija atunci 
cînd trece prin poziţia verticală ? 

1.3.42. O halteră formată din două bile identice legate printr-o tijă 
de masă neglijabilă, oscilează în planul vertical ca în figură cu amplitu- 
dinea a == 60%, r = 10 cm, R — 30 cm, Ce viteză unghiulară are hakhera 
cînd trece prin poziţia verticală? 


€7, 


î3 fi SII SI ITII III Ii E 
SI d i E Pe 
1 4 > II a: fig 124 pt! 


1.3.43. O halteră formată din două bile mici de masă m fiecare, legate 
printr-o tijă subţire lungă, este menţinută în poziţie verticală, spirijinită 
de un perete vertical ca în figură. Cu ce forţă va apăsa bila inferioară 
asupra peretelui vertical în momentul cînd în căderea sa liberă tija hal- 
terei formează unghiul a cu orizontala ? (Se neglijează trecările). 

1.3.44. Un corp de masă m = 1,00 kg este coborit uniform cu viteza, 
e = 2,00 m/s cu ajutorul unui fir elastic de constantă & = 100 N/m. Care 
va fi tensiunea maximă din fir dacă oprim bruse capătul superior al firului ? 

1.3.45. De un resort de constantă = 100 N/m și de lungime nedefor- 
mată 1 — 1,00 m, deviat de la verticală, este atirnat un corp de masă 
m = 1,50 kg, Lăsat liber resortul arată o forţă maximă P = 30 N în 
timpul oscilaţiilor. Cu ce unghi a fost deviat iniţial resortul ? 

1.3.46. Un fir de lungime ! = 2,00 m rezistă pină la o tensiune de 
rupere 7, — 14,5 N. Un capăt al firului este fixat la înălţimea 4:=4,00 m 
deasupra solului, iar de celălalt se atirnă o bilă de masă m — 1,00 ke. 
Deviind firul cu bila pină la orizontală, i se dă drumul. La ce distanţă 
pe orizontală de punctul de suspensie va cădea bila pe Pămînt ? 

1.347, Un pendul gravitațional este format dintr-o tijă subţire 
de greutate neglijabilă şi două corpuri m, — 0,60 kg, me = 0,40 kg punc- 
titorme la distanţele 1, — 0,50 m, 1» = 1,00 m de articulaţie ca în figură. 
Știind amplitudinea unghiulară a == 60%, aflaţi tensiunea din tijă între 
cele două corpuri în momentul cind tija trece prin pozitia verticală, 

12.48. Pe un îir loarte lung este suspendată o bilă de masă m, = 
= 100 ge de care este legată în continuare printr-un fir de luvgime / = 
=— 20 cm o altă bilă de masă ma == 50 g. Ce viteză orizontală minimă ze 
trebuie imprimată bilei 2 pentru ca să ajungă la același nivel cu bila 1? 

1.2.49. O tijă subţire de masă neglijabilă are la capete două bile 
de mase m, = 0,300 kg, ma = 0,100 kg şi se poate roti liber în jurul unei 
axe orizontale perpendiculare pe mijlocul tijei. Iniţial tija este ţinută 
orizontal și apoi i se dă drumul. Aflaţi tensiuniie din tijă în momentul 
cind tija trece prin poziţia verticală. 

1.3.50. Un vagon se mişcă orizontal cu viteză ra = 36 km/h după care 
intră pe un plan înclinat de unghi a — 6,6”, racordat cu planul orizontal. 
Peste tot trecările sint neglijabile. În vagon este susendat de tavan un 
pendul simplu gravitațional de lungime ! = 1,00 m în repaus față de 
vagon pe planul orizontal. a) Care va fi amplitudinea de oscilație a pen- 
dulului pe planul înclinat, la urcarea și la coborirea vagonului? b) Dar 
în cazul unui teleferic şi unghiul a == 30”? 

1.3.51. O tijă de lungime 1 de masă neglijabilă are capătul inferior 
într-o articulaţie, iar la capătul superior o bilă de masă m care se sprijină 
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pe suprafața laterală a unui bloc de masă M. Frecările sînt; neglijabile. 
Datorită unui mic impuls sistemul pornește spre dreapta. Aflaţi unghiul 
pe care-l va face tija cu orizontala în momentul desprinderii de bloc și 
viteza blocului M în acel moment. Aplicaţie numerică ; ! = 1,00m, M/m = 
= 4,0. 
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1.3.52. Din virful unei emisfere fixe absolut netede de rază R lhnecă 
fără viteză iniţială un mic corp. Aflaţi: a) punctul de unde se desprinde 
corpul de sferă, b) unghiul sub care loveşte el planul orizontal și €) înăl- 
țimea la care urcă după ciocnirea pertect elastică cu planul orizontal. 

1.3.53. Un mic corp este așezat în virful unei sfere de rază R, care 
stă pe un plan orizontal. Sferei i se comunică o viteză orizontală, CONS- 
tantă o. Neglijind irecările, aflaţi la ce înălţime se ridică corpul după 
ciocnirea periect elastică cu planul orizontal. 

1.3.54. Ce acceleraţie trebuie imprimată blocului din figură (ie mp 
fiind iniţial în repaus) pentu u ca Corpul în. să înceapă să lunece pe bloc? 
Se dau i = 1,00 kg, ma — 7,50 kg, u, = 0,40. 

1.3.35. Două corpuri de mase m, = = 49. 45 kg, mo = 1,50 kg sint sus- 
pendate pe ijire de o tijă subţire de masă neglijabilă, la distanţele 7, = 
= 1,00 m, Ia == 0,60 m de suport, corpul m, fiind așezat pe podea. Cu ce 
unghi a trebuie dev iat tirul cu m, pentru ca la revenire corpul Ma Să se 
despe indă de podea? 

1.3.56. De pe vitul unei sfere fixe netede (fără frecări) lunecă fără 
viteză iniţială un mic corp. La ce distanţă de la punctul interior al sferei 
va cădea? 
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1.3.57. Bila din figură, iixată la capătul unei tije subţiri de masă negli- 
jabilă, începe să cadă din poziţie verticală fără viteză iniţială. Atlaţi unghiul 
tomnat de viteză cu orizontala în momentul ciocnirii podelei. 

1.3.50. Două resoarte de constante elastice k, == 100 N/m, k> = 200 
N /m/sint legate în serie, un capăt al resortului compus fiind fix, iar de 
celălalt se trage încet pînă cînd resortul 2 se alungește cu s = 10,0 em. 
Aflaţi lucrul mecanic etectuat. | 

1.3.59. În figură m, = 0,20 kg, ma = 0,10 kg, k = 20N/m,F = 6,0 N 
coeficientul de frecare este același pentru ambele cerpuri. Ce energie 
potenţială are resortul în regim staţienar? 
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13:60, Un corp de masă m = 1,00 lg avind viteza iniţială 1, com- 
primă cele două resorturi de constante elastice li, = 100 N/m, ha = 200 
N/m, legate, în serie ca în figură. Cunoscind energia de deformare maximă 
Fa = 6,0-J a resortului 2, aflaţi viteza %. 

13. 61. Două corpuri identice de masă m = 0,50 kg fiecare sînt legate 
printr-un resort de constantă elastică ]; = 30 N ra Şi “asezate pe o masă 
orizontală cu coeticientul de frecare la lunecare u = 9,20. Iniţial resortul 
nu este detormat. Ce viteză minimă trebuie impr imată cor pului dia dreapta, 
spre celălalt corp sprijiniv de perete, pentru ca ucesta din urmă să se 
desprindă de A piata 
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1.3.62. Cutia de masă M = 10,0 ka din figură, cade liber de l3 o 
înălțime h, corpul m = 1,00 kg fiind în timpul căderii în repaus față de 
cutie. Aflaţi h astfel că după ciocnirea plastică a cutiei cu solul, cutia să 
se desprindă ulterior de sol. Constanta elastică & = 100 N/m. 

1.3.69. Un acrobat cade de la o înălțime H = 12 m pe o piasă vrizon- 
tală întinsă pe care o curbează cu h = 1 ;0 m. Plasa are dimensiuni mari, 
dar masă neglijabilă faţă de masa omului. Evaluaţi de cite ori forţa maximă 
asupra opaului este mai mare decit greutatea sa. 

1.5164. Un litt de masă m = 1,00 t coboară uniform cu viteza o = 

m/s suspendat fiind pe un cablu elastic de oţel. La un moment dat 
capătul superior al cablului este blocat. Care va fi tensiunea maximă din 
cablu? Constanta elastică a cablului & = 962 kN/m. 

1.3.65. Corpul de masă m = 12,0 ka este deplasat foarte încet ori- 
zontal pe o distanță s = 0,40 m cu ajutorul unei forţe P aplicată sub 
unghiul « = 30% prin intermediul unui resort de constantă kh= 300 N/m, 
iniţial nedetormat. Coeticientul de trecare u= 0,40. Aflaţi lucrul mecanie 
efectuat de forţa P. 
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1.2.66. De-a lungul unui fir elastice de lungime 1, = 1,00 m, de cons- 
tantă elastică k = 50 N/m şi dle masă neglijabilă, lunecă un munson greu 
astfel încit forţa de îrecare dintre fir şi manson este P/=10,0 N. Aflaţi 
căldura degajată. 

** 13.67. Un corp începe să lunece pe un plan înclinat de ungehi g avînd 
un coeticient de trecare la lunecare „ = bx. Calculaţi distanţa parcursă 
pînă la oprire şi viteza maximă atinsă. 

** 1.3.08. O bilă de masă m atirnată de un fir oscilează într-un plan 
vertical cu amplitudinea unghiulară e. Aflaţi în funcţie de unghiul 0 
tormat de fir cu verticala : a) tensiunea din fir, b) acceleraţia bilei, e) va- 
lorile extreme ale accelerației. 

++ 1.3.69. Un lănţisor de lungime ! este aşezat: pe suprafaţa unei sfere 
de rază R, fără trecări, astiel încît un capăt al lanţului se atlă în virtul 
sferei. Cu ce acceleraţie va porni lănţişorul imediat ce îl lăsăm liber? 
*  1.9.70. Energia cinetică a unei particule care se mișcă pe un cere 
de rază R depinde de arcul s după legea [. = As?. Aflaţi torţa (5). 
** 1.3.7]. O rachetă de masă m pornește vertical în sus sub acţiunea 
unei forțe de tracţiune P = 2mg (1 — Ay), unde A = const > 0. Aflaţi 
lucrul mecanic efectuat de această forţă de tracţiune pe toată durata 
urcării. 

+ 1.).72. Energia potenţială a unei particule într-un cîmp de forțe cu 


: : p Și a b iz 
simetrie sferică este U= —-— —-, unde a, b sînt constante pozitive. 
p? p 
Aflaţi : a) distanţa la care particula poate sta în echilibru, b) forța de 
atracţie maximă, c) reprezentaţi grafic forţa și energia potenţială. 
* 1.3.73.0O particulă de masă m se mişcă pe un cere de rază R cu accele- 
raţia normală 4„.— Al, A > 0. a) Aflaţi puterea dezvoltată de forțele 
aplicate. b) Dacă puterea dezvoltată de forţele este constantă P = Py = 
= const, deduceţi legea accelerației normale. 
»+ 13.74. O sanie de masă m şi lungime [ intră la un moment dat (= 
= 0) cu viteza v, de pe zăpadă cu coeticientul de frecare la lunecare ui, 
pe asfalt cu coeficientul de frecare la lunecare u3 > ua. Calculaţi : a) dis- 
tanţa şi timpul pină la oprire, b) căldura pe unitatea de timp, mafimă 
degajată. 


«+ 1.9.75. Asupra pinzei de arie S$ a unei bărci suflă vint cu viteza es, 
exereitind o forţă P = & Sp (to — 0), unde v este viteza băncii, p — 


densitatea aerului. Aflaţi : a) legea vitezei și legea mişcării bărcii negli- 
jind forţele de frecare sau de rezistenţă. Barca porneşte din repaus. b) În 
cât timp barca atinge o fracțiune f din viteza vintului & şi ce distanță 
parcurge în acest timp? Faceţi o evaluare numerică. c) Pentru ce viteză 
a bărcii puterea dezvoltată de forța vîntului este maximă? 

** 1.3.70. Un mic corp de masă m lunecă pe suprafaţa interioară a unei 
sfere de rază R, cu coeficientul de frecare la lunecare u, pornind fără viteză 
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iniţială din extremitatea unui diametru orizontal al 'sferei. Exprimaţi 


energia cinetică a corpului în funcţie de- unghiul la centru 9 descris de 
raza vectoare a corpului. 
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(**%) 1.3.77. O particulă se mişcă pe o axă orizontală 0 într-un cîmp de 
forţe, dependent de coordonată, conform graticului din figură, unde F, = 
= 10 N. Asupra particulei acţionează de asemenea și o forţă de frecare 
cu |P4| < Fo. Particula pleacă din punctul A de abseisă 2, = 0,10 m 
fără viteză iniţială. a) Calculaţi căldura degajată prin frecare pînă la oprire: 
particuiei. b) Considerind |//! = const, reprezentaţi calitativ viteza par- 
ticulei în funcţie de coordonati (traiectoria în spaţiul fazeler). 


+ 21.93.70. Vitezu unui vehicul de masă m variază după legea v = e e ee i 
T 
a) Reprezeutaţi erafie legea vitezei și aiitaţi care este semnificația Îiziea 
a constantelor c, z. b) Negtijind forţele pasive «dle irecare şi de rezistenţă 
calculaţi lucrul mecanic al forţei de tracţiune pe intervalul (0, 1). c) Vari- 
licaţi teorema variajiei energiei cinetice. 
*x 13.79. Viteza unui avion de masă m, pe o porţiune de accelerare 
variază după legea r = pp + Az(t = toli = 0). Culculaţi lucrul mecanic 
efectuat în intervalul (0, î). Ce semniticaţie are constanta A? 
** 13.80. Un vehicul merge pe o şoseu spre Nord. Asupra vehiculului 
acţionează forţa de presiune a vintului care se intensifică odată cu depla- 
sarea vehiculului, după lezea F =, + As, şi în acelaşi timp vintul 
işi schimbă direcţia de la S—N pină ajunge la E—V după-legea 0 = Be. 
Calculaţi lucrul mecanice eiectuat de iorţa de presiune a vîntului. 
** 1.9.81. Un corp de masă m se mișcă rectiliniu după legea 2 = A + 
+ Bt + Ct2. Aflaţi lucrul mecanic al torţelor aplicate efectuat în inter- 
valul (0, £). | | 
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1.4. IMPULSUL 
za MECANIC 


1.4.1. Două tije de aceeaşi secţiune sint lipite cap la cap, astfel ca 
CM să fie în punctul de alipire. Știind raportul densităţilor e./pz, aflaţi 
raportul bazhgimilor și al maselor tijelor. 

1.42. Într-o barcă de masă M-=40 kg, aflată în repaus, stau la 
extrăfiităţi doi pescari de mase m, = 40 kg, ma =— 170 kg, la distanţa 
d = 5,0 m unul de altul. Pescarii își schimbă locurile. Cu cît se va deplasa 
barca ? 

1.4.3. În sistemul din figură M = 2,00 kg, m, = 0,40 kg, ma = 0,60 
kg, h = 1,50 m. Frecările sint neglijabile și seripetele este ideal. Cu cit 
se deplasează corpul M pină in momentul cind 7, atinge planul orizontal? 
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1.4.4, O moleculă se mică cu viteza 2 = 300 m/s şi loveşte perfect 
elastic, frontal, un piston care se mişcă în același sens cu viteza v, = 
= 30 m/s. Ce tracţiune din energia sa pierde molecula? 

„1.4.5. Un corp de masă m, loveşte trontal, perfect elastic, un alt corp 
de masă n, în repaus. Cunoscind raportul = înp/m,, aflaţi în ce raport 
se schimbă energia corpului m, prin ciocnire. 

-1.4.6. O locumotivă se mizcă cu viteza v, si loveşte frontal perfect 
elastice un mic cărucior aflat în repaus. Ce viteză va căpăta căruciorul? 

1.4.7. Un tascicul paralel de particule identice, fiecare de masă 7n = 
-— 1,00 ma şi viteză o = 10,0 m/s în direcţia fasciculului, loveste perpendi- 
cular un perie (piston) care se mişcă în aceeași direcţie cu viteza u = 
= 2,00 m/s.Concentraţiu particulelor în fascicul este n = 10 : 10% m-* și 
o tracţiune f = 0,40 din ele sint absorbite de perete, iar restul reflec- 
tate absolut elastic. Ce presiune se exercită asupra peretelui? 

1.48. O particulă mică cade liber în atmosferă de la o înălţime mare. 
La supraiaţa Pămîntului particula loveste pertect elastic o placă orizon- 
tală fixă, Aflaţi acceleraţia particulei imediat după ciocnire. 

145, Două baloane sferise de volume egale V = 1,00 m, dar de 
mas6 diferite m, = 7,2 kg, mp = 5,2 kg, sînt legate între ele printr-un 
fir lung. Baloanele coboară vertical în armosteră liniştită de la o înălțime 
mare. a) Aflaţi tensiunea din îir cind baloanele ajung în vecinătatea, 
suprafeţei Pămintului. b) La suprafaţa Pămîntului primul balon ciocnește 
perfect elastic acoperişul orizontal al unui bloc. Aflaţi acceleraţia acestui 
balon imediat după ciocnire. Se dă densitatea aerului e = 1,3 kghm3. 

1.410. Într-o barcă de masă M = 280 kg stau doi oameni de mase 

-egale“m = 70 kg. Fiecare om începe să alerge cu viteza relativă u = 6,0 
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m/s faţă de barcă şi sare în apă. Aflaţi viteza bărcii dacă oamenii încep 
să alerge şi sar: a) în același sens simultan şi consecutiv, b) în sensuri 
opuse simultan şi consecutiv. 

Î.4.11. Un corp de masă M = 990 g aflat în repaus pe un plan ori- 
zontal cu coeficientul de frecare u = 0,050 este ciocnit plastic de un glonţ 
de masă m = 10 g cu viteza p = 200 m/s. Ce distanţă parcurge sistemul ? 

1.4.12. Într-un jgheab orizontal neted se află n corpuri cu masele 
descrescînde m, *.., n, astfel ca m/mu = k> 1. Ise imprimă primului 
corp viteza +, spre celelalte corpuri. Considerind ciocnirile perfect elastice, 
aflaţi viteza ultimului corp și randamentul energetice. 

1.4.13. Pe un plan orizontal fără trecări se află două corpuri mn = 
= 20 e şi M = 30 g. Planul orizontal continuă (racordat) cu un plan 
înclinat pe care coeficientul de frecare este același pentru ambele cor- 
puri. Imnprimind corpului m o viteză convenabilă v, spre corpul. M, pri- 
mul corp se opreşte după ciocnire, iar corpul M urcă pe planul înclinat 
pină la o înălțime h, = 40 em. Schimbind între ele corpurile, se imprimă 
corpului M acceaşi viteză r, și atunci corpul m urcă după ciocnire pe pla- 
nul înclinat, pină la înălţimea hp. Aflaţi he. 

1.4.J4. Pe o suprafaţă orizontală absolut netedă stă o scindură de 
masă M = 1,60 kg și lungime 1 = 1,20 m peste care este așezat la un 
capăt un corp de masă m = 0,40 kg, avind coeticientul de frecare u == 
= 0,30 cu scindura. Ce viteză orizontală minimă trebuie imprimată 
brusc scindurii asttel încît corpul m să lunece şi să cadă de pe scindură ? 
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1.4.%5. Unui corp de masă m, = 1,00 kg, asezat la capătul unei scîn- 
duri orizontale lungi de masă mp = 2,00 kg, i se imprimă o viteză orizon- 
tală 9 = 2,00 m/s orientată spre celălalt capăt. Coeticientul de frecare 
la lunecare dintre corp și scîndură u = 0,20, iar între scindură și masă 


zero. Ailaţi distanţa parcursă de corp pe scîndură. 
1.446. Un corp de masă m = 1,00 kg este lansat pe un cărucior de 


masă AM = 4,00 kg şi lungime ! = 0,30 m, aflat în repaus și care se poate 
mișca, fără trecare pe planul orizontal. Cu ce viteză trebuie lansat corpul 
pentru ca să se oprească în punctul de lansare după ce s-a ciocnit perfect 
elastic de peretele de la extremitatea căruciorului, ca în figură? Coefjici- 
entul de îrccare la lunecare dintre corp şi cărucior este u = 0,20. 


Fig. 7.4.16 
14.17. Un obuz aflat în repaus explodează în două fragmente de 
mase m, = 1,00 kg, m, = 2,00 kg care capătă energia cinetică totală 
)V — 30 kJ. Aflaţi vitezele fragmentelor. | 
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14.18. Un balon de sticlă se sparge de podea dacă cade liber de la 
o înălțime minimă h = 0,90 m. Ce viteză minimă trebuie să aibă acest 
balon ca lovind un alt balon identic aflat iniţial în repaus, baloanele 
să se spargă? 

E 19. Un glonț de masă 2 m = 10 g zburind orizontal cu viteza 19 = 
= 500 m/s străpunge un bloc de lemn de masă M =1 „00 kg, asezat pe o 
masă orizontală netedă, fără frecări, și iese cu viteza 0 = 300 m/s. Aflaţi 
ce fracțiune din energia, glonţului se transformă în căldură. 

1.4.20. Un glonţ zburînd cu viteza o, străpunge mai multe scinduri 
identice aşezate transversal. După străpungerea primei scinduri viteza 
glonţului v = fo, unde f = 0,80. Aflaţi în a cita scîndură glonţul se va 
opri. 

14.21. Un patinator de masă M = 60 kg aruncă orizontal o bilă 
de masă m = 6,0 kg care în momentul desprinderii de patinator are vitezu 
relativă u = 2420 m/s faţă de patinator. Aflaţi lucrul mecanic efectuat 
de patinator şi coeficientul de frecare la lunecare dacă patinatorul se depla- 
sează după aruncare cu s = 20 em. 

14.22. O bilă de masă m = 10 g, căzind liber în jos, loveşte podeaua, 
şi urcă la înălţimea 4 — 80 cm. Variația de impuls la ciocnire este |AD| = 
„= 0,17 kg. m/s. La ce înălţime va urca bila după următoarea ciocnire cu 
podeaua, dacă pierderea, procentuală de energie la, ciocnire este aceeaşi? 

1.4.23. Într-un vagonet de masă J = 20 ke care se mișcă orizontal 
cu viteza » = 5,0 m/s, cade de lu înălţimea în = 3,0 m o cărămidă de masă 
m = SN, ES. Aflaţi căldura degajată. 

1.4.24. Asupra unui tren care merge cu viteza 2, = 172 km/h cade la 
un moment dat vertical ploaia cu debitul Q — 10,0 kg/s, care apei se 
scurge pe pereţii vagoanelor. Cu cît trebuie să crească puter ea locomotivei 
pentru a păstra viteza neschimbată ? 

1.4.25. Corpul m, = 1,00 kg, căzind liber pe distanța hi, = 1,60 m, 
cioeneşte perfect elastic corpul m, = 2,00 kg atlat în repaus, care imediat 
după ciocnire este lăsat liber. Sistemul ciocneşte apoi plastice planul ori- 
zontal la distanţa hp = 2,00 m. Aflaţi forţa de impact cu care sistemul 
va ciocni planul orizontal, dacă durata ciocnirii este z. = 19 ms. 
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1 4.p6. O minge de masă m = 100 g cade fără viteză iniţială de la o 
înălţime k = 54,5 cm. După fiecare lovire a podelei viteza mingii reprezintă 
o fracțiune k& = 0,90 din viteza de dinaintea ctlocnirii (coeficientul de 
restituţie), iar timpul de contact cu podeaua reprezintă o fracțiune f = 
= 0,20 din timpul de cădere respectiv. Aflaţi timpul pină la oprirea deți- 
nitivă a mingii şi distanţa totală parcursă de minge. 
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1.4.27. De un aerostat, aflat în repaus în atmosferă, este legată o 
scară pe care stă un om. Masa, aerostatului cu scara este M = 40 kg, iar 
„a omului m = 60 kg. Ce viteză va avea acrostatul, dacă omul începe să 
urce pe scară cu viteza u = 1,00 m/s faţă de scară? Cită energie cinetică 
dezvoltă omul punindu-se în mişcare ? ? 

1.4.28. Un vagonet de masăm = 8,0 kg semişcă cuv iteza, %=9 8m/$ 
fără trecări. Pe platforma vagonetului se așează o cărămidă de masă 
mg = 2,00 kg. Ze distanţă parcurge cărămida pe platformă, pină la oprirea 
sa față, 'de platformă ? Coeficientul de frecare între cărămidă și platformă 
a = 0,40, 

1.429. Trei bărci merg una după alta cu viteza v == 0,60 m/s fiecare. 
În fiecare barcă se află cîte un om, astfel încît masa băreii şi a omului 
este M = 90 kg, iar în barca din mijloc mai sint doi saci de masă m = 10,0 
kg fiecare. Din barca din mijloc sînt aruncaţi succesiv cei doi saci, unul 
spre barca din faţă, apoi al doilea spre barca din spate, cu aceeaşi viteză, 
relativă u = 1,10 m;s faţă de barcă. Aflaţi vitezele finale ale băreilor. 
(5%)1.4.30. Două bile de mase m, = 0,20 kg, mi = 0,40 kg se mişcă cu 
vitezele v, = 10 m/s, ta = —15 m/s S (una spre cealalta). Forţa de interac- 
țiune dintre bile se poate aproxima prin linia frintă din figură. Conside- 
rind ciocnirea unidimensională, calculaţi vitezele finale, eoeficientul de 
restituţie şi căldura degajată prin ciocnire. 

1.4.31. O sferă de lemn de masă m — 1,00 kg este asezată pe un suport 
inelar. De jos în sus se trage un glonţ de masă mp = 10 g și viteză 09 = 
= 450 m/s. Glonţul străpunge sfera, care saltă pină la o înălţime h = 
= 0,90 m. La ce înălţime urcă glonţul? 

1.4.92. Un corp este aruncat vertical în sus cu viteza za == 10,0 mjs. 
În punctul de înălțime maximă el se dezintegrează în două fragmenie. 
Fragmentul cu masa egală cu ov fracțiune f = 0,20 din masa corpului 

cade vertical în jos şi loveşte Pămintul cu viteza » — 20 m/s. Cu ce viteză 
cade pe Pămint cel de-al doilea, tragmet şi după cit timp de la căderea 
primului ? 

1.4.3. Un corp de masă m, = 1,00 kg se mişcă cu viteza, t, == 6,0 mj5 
Şi ajunge din urmă un corp dem masă, Ma = 340 ke care se mişcă în acelaşi 
sens cu viteza v, = 2,0 m/s. Cu ce viteză se " deplasează CM al corpurilor 
inainte și după ciocnire? 

4.84. O moleculă de masă m == 5,0 - 10-% kg, aflată intr-un cilin- 
dru cu piston, se mişcă eu viteza e, = 500 m;s in intimpinarea unui piston 
care se mişcă cu viteza v3 = 2,00 m/s și de care se ciocnește frontal per- 
fect; elastic. Aflaţi variaţia energiei cinetice și a impulsului moleculei 
în urma ciocnirii. 

1.4.35. O particulă de masă m, loveşte o altă particulă de masă me 
aflată în repaus. Aflaţi ce fracțiune din energia cinetică iniţială a particulei 
1 este transferată particulei 2, dacă ciocnirea este unidimensională : 
a) elastică, b) plastică, c) ce îraeţiune se transtormă în căldură în ciocnirea, 
plastică ? d) Cind transferul de energie cinetică este maxim? 

1 AG. Peste un seripete ideal este trecut un fir cu două corpuri de 
mase m, = 0,40 kg, mp = 0,60 kg la capete. Care va fi acceleraţia cen- 
trului de masă al celor două corpuri ? 

1.4437. Două stele se rotesc în jurul centrului de masă comun cu 
viteze; constantejin modul v, =10 km/s, 23=—20 km/s și cu perioada T=—100zile. 
sta sînt masele stelelor şi distanța, dintre ele ? (Constanta gravitaţională 

= 6,67 - 10-1N. m2/lsg:) A 
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1.4.38. Două corpuri de mase m, = 0,40 kg, ma = 0,60 kg, legate 
printr-un fir orizontal de lungime ] = 1, 00 m, sint puse în mișcare de 
rotaţie în planul orizontal cu turaţia n = i „00 rot/3 în jurul axei verticale 
care trece prin CM. Care va fi tensiunea din fir? 

1,4.39. Un glonţ de masă m străpunge o sferă de masă M suspendată 
de un fir şi își micşorează viteza de n = 3,0 ori. Aflaţi între ce limite 
este cuprinsă fracțiunea din energia cinetică a glonţului transformată 
în căldură. 

1.4.40. O particulă a de energie E, = 5,0 MeV loveşte îrontal per- 
fect elastic un nucleu de cupru în repaus şi ricoșează înapoi cu energia 
Ei = 3,9 MeV. Aflaţi raportul maselor meu ma. 

1.4.41. O bilă de lemn de masă JM = 1,00 kg este suspendată de un 
fir. Un glonţ de masă m = 10 g străpunge bila dacă viteza sa v> 1 ==300 
m/s. Ce viteză va căpăta bila dacă glonţul vine cu viteza v = 500 m/s? 

14.42. Evaluaţi viteza maximă pe care o pot imprima unei mingi 
de ping-pong doi jucători dacă viteza maximă a paletei este vw, şi fiecare 
jucător loveste mingea de 3 ori. Cit timp va îi necesar pentru aceasta, 
dacă lungimâa mesei este 1? 

1.443. Două bile de mase m, = 0,40 lg, ma = 0,60 kg sînt suspen- 
date pe fire paralele de lungime / = 1 „00 m astfel: încât bilele se ating. 
Prima bilă este deviată cu unghiul a, = 60 şi lăsată liber. Cu ce unghiuri 
deviază bilele dacă ciocnirea este : a) elastică, b) plastică, c) cîtă căldură 
se degajă în ciocnirea plastică ? 

14.44. Un corp de masă M — 4,0 kg cade liber de la o înălțime II = 
= 9,8 m. La înălţimea H/2 corpul este lovit plastic de un corp de masă 
m = 6,0 kg cu viteza a pia apă vo = 9,3 m/s. Aflaţi viteza sistemului 
la, căderea, pe Pămînt. 

1.4.45. Un mic corp avînd viteza orizontală v=10 m/s cade într-o 
groapă de adincime h = 1,00 m cu pereţi paraleli transversali cu distanța 
d = 5,0 em între ei, de care se ciocneşte perfect elastic. Cite ciocniri va 
suferi 'corpul cu pereţi pină ajunge la tund? 

1.4.46. Un corp de masă M == 1,00 kg cade liber fără viteză iniţială 

de la înălțimea ZI — 7,00 m (în vid). La, înălțimea h == 3,00 m el este 
lovit plastic, orizontal, de un alt corp de masă 7 = 1,00 kg. După cit 
timp de la ciocnire corpurile ajung pe Pămint? 
a 14.47, La capătul unei scînduri de masă M — 200 g şi lungime 
l = 30 cm care pluteşte pe apă şade o broască de masă m = 100 g.Cuce 
viteză minimă faţă de apă trebuie să sară broasca pentru a nimeri exact 
la celălalt capăt al scindurii? 

14.48. La capătul unei bărci uşoare de lungime 1 = 1,50 m și masă 
M = 20,0 kg stă un om de masă m == 60 kg. Cu ce viteză minimă iață 
de barcă (după desprinderea de barcă) trebuie să sară ca să ajungă la 
“celălalt capăt al bărcii? Cit lucru mecanic efectuează omul? 


1.4.49. Un atlet își ia avint într-un timp î = 3,0 s si sare în lungime. 
Să se evalueze lunoimea, maximă posibilă a săriturii sale ştiind înălţimea 
maximă atinsă în timpul săriturii h = 1,00 1h şi coeticientul de frecare 
u, = 09,30. 

1.4.0. Un glonț de masă m = 9,0gavindviteza iniţială vp = 160 m/s 
înclinată cu unghiul a = 3% faţă de orizontală, străpunge o sferă 
de lemn de masă M = 300 g așezată pe un suport inelar, Știind că glonţul 
atinge înălţimea maximă h = 45 m, ce înălțime maximă atinge siera 
de lemn? 


57 


„1.451. Un proiectil explodează în punctul superior al traiectoriei 
la înălțimea k = 820 m în două fragmente avînd raportul maselor k = 
= mam, = 2,0. Fragmentul mai greu cade exact sub verticala exploziei 
după timpul = = 4,0 s de la explozie, la distanţa s = 1200 m de la locul 
lansării proiectilului. Ailaţi la ce distanţă orizontală de la locul exploziei 
cade fragmentul mai uşor (9 = 10 m/s2). 

1.4.52. Din două puncte de la suprafaţa Pămîntului se aruncă unul 
spre altul sub unghiurile a = 60%, 6 = 30” în același plan vertical două 
corpuri din care primul cu viteza e = 12 m/s, iar al doilea cu masa de 
n = 2,0 ori mai mare decit primul, astfel încit corpurile se ciocnesc plastic. 
Aflaţi viteza corpului rezultat la ciocnirea cu Pămintul. 

1.4.53. Un om de masă M = 60 kg stă pe gheața netedă fără frecări 
şi aruncă orizontal de la înălţimea hk — 1,80 m un corp de masă m = 3,0 
kg care cade la o distanţă (urizontală) b = 9,0 mădela locul aruncării. 
Ailaţi lucrul mecanic efectuat de om. 

1.4.54. O bilă cade liber de la o înălţime h = 4,0 m. La suprafaţa 
Pămîntului ea lovește perfect elastic o placă fixă înclinată sub unghiul 
a = 30” faţă de orizontală. La ce înălțime se va ridica bila după cioc- 
nire? La ce distanţă de placă va cădea pe Pămînt? 

1.4.55. Un vagon lovește frontal perfect elastic o minge aflată în re- 
paus la marginea unei gropi care are adîncimea kh=—4,9 m și lăţimea b= 
= 4,0 m. Ce viteză” trebuie să aibă vagonul pentru ca mingea ciocnindu-se 
periect elastic o singură dată cu podeaua gropii să ajungă la celălalt mal? 

1.4.56. Pe un plan înclinat lunecă liber fără viteză iniţială un corp. 
la vaza planului el ciocnește frontal, perfeci elastic, un perete şi urcă 
înapoi pe plan. Stiind raportul dintre distanța de urcare şi cea de cobo- 
Tire 8u/s. = f = 0,50, aflaţi raportul dintre timpul de urcare și timpul 
de coborire. | i 

1.4.57. Un corp lunecă fără viteză iniţială pe un plan înclinat de 
unghi a = 45” (cu orizontala). La baza planului el loveşte periect elastice 
un perete fix aşezat transversal pe viteză, după care urcă înapoi în sus 
parcurgind o tracţiune f = 0,60 din distanţa de coborire. Aflaţi coeficien- 
tul de îrecare la lunecare. 

1.4.59. O bandă rulantă de lungime 1 = 2,50 m şi înclinată cu unghiul 
a = 30 taţă de orizontală urcă grăunţe care cad cu, debitul m* = 1,00 
kg/s. Considerind că viteza iniţială a grăunţelor este zero şi că ajung repede 
în repaus faţă de bandă, aflați forţa minimă necesară pentru a trage în 
sus banda și viteza corespunzătoare a benzii. 


fig 1482 


1.4.59. O minge cade de la înălțimea k = 1,00 m și loveşte perfect 
elastic de două ori un plan înclinat. Distanţa dintre punctele de ciocnire 
este [ = 4,0 m. Aflaţi unghiul de înclinare al planului. 
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1.4.69. O hilă loveşte perfect elastice sub unghiul de incidenţă 8 un 
plan înclinat de unghi a. Pentru ce unghiuri f bila se întoarce exact în 
punctul iniţial de impact? 

1.%661. Un săculeţ cu făină alunecă liber, fără viteză iniţială, de la 
o înălţime î = 3,0 m pe un plan înclinat de unghi a = 45", După coborire, 
sionizi al continuă mișcarea pe un plan orizontal, neracordat cu cel înclinat. 
Coeficientul de frecare este peste tot u = 0,50. La ce distanţă de baza 
planului înclinat se va opri săculețul ? 

_1.4.62. Un săculeţ cu făină lunecă liber pe un plan înclinat de unghi 

= 60. Planul înclinat continuă neracordat cu un plan orizontal unde 
oaza de frecare este u = 0,60. Unde se va-opri săculeţul? 

1.483. Un săculeţ cu făină Junecă pe un plan înclinat de unghi 
(cu orizontala) și ajunge la baza planului cu viteza vw. Planul înclinat 
continuă neracordat cu un plan orizontal pe care coeficientul de trecare 
la lunecare este u. Să se demonstreze că dacă timpul de ciocnire al săcu- 
ieţului cu planul înclinat 
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atunci săculeţul continuă mișcarea pe planul orizontal. 

1.4464. Un săculeţ cu făină lunecă pe un plan înclinat de unghi a 
(cu orizontala). Planul înclinat continuă neracordat cu un plan orizontal 
unde coeficientul de frecare la lunecare este u. Să se demonstreze că 
dacă u>ctgo, săculețul se va opri sigur la baza planului. 

14.85. Într-o pilnie cun deschiderea 29'=— 60? și axă de simetrie ver- 
ticală sare o bilă, ciocnindu-se de două puncte diametral opuse, situate 
la aceeași înălțime, la tiecare interval de timp T = 1,00 $. Aflaţi viteza, 
maximă si cea minimă a bilei. 

1.4.66. Un corp alunecă liber pe o distanţă s = 4,9 m pe un plan 
înclinat de unghi » = 45” cu coeficientul de frecare la lunecare u = 0,30. 
La baza planului corpul se ciceneste elastice cu un perete transversal. Cit 
timp va dura miscarea pină la oprirea definitivă a corpului (neglijnd 
timpurile de ciocnire) și care va îi distanţa totală parcursă? 

1.4.67. Un mie 'corp alunecă liber fără frecări pe un plan înelinat de 
lungime Î = 9,30 m si unghi a = 30” cu orizontala. După părăsirea planu- 
lui înclinat corpul cade pe un plan orizontal situat cu h = 0,90 m mai 
Jos, de care se ciocneşte perfect elastic. La ce înălţime maximă, urcă cor-: 
pul? 

1.4.68. Pe un plan înclinat de unghi z = 30% cade vertical, fără viteză 
iniţială, de la o înălţime k = 1,00 m, o bilă. Considerînd ciocnirea periect 
elastică, aflaţi la ce distanţă de- a lungul planului înclinat va lovi bila a 
doua oară planul înclinat. 

1.4.69. Două bile sint azvirlite orizontal cu aceeași viteză peste un 
mic plan înclinat fix. Prima bilă loveşte planul periect elastic, iar a dona 
parţial elastic, anulindu-se doar componenta normală a vitezei. Ce unghi 
trebuie să aibă planul pentru ea bilele să cadă la aceeași distanţă de plan? 

1.4.70. Pe un postament de masă M = 1,00 kg este prinsă de un 
fir de lungime 1 = 75 em o bilă de masă m = 200 g. Deviem bila ca în 
tigură şi îi dăm drumul. Neglijind frecările, aflaţi viteza, postamentului 
în momentul cînd bila trece prin punctul inferior. 

1.4.1. O bilă de oţel suspendată de o tijă subţire elastică, de masă 
neglijabilă, de lungime Î = 0,80 m, este deviată pină la orizontală Şi 
lăsată liberă, În punetul interior bila cioecnește perfect elastice un perete 
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înclinat cu unghiul g = 30 ca în figură. Pînă la ce înălţime se ridică 
bila după ciocnive ? 

1.4.72, O steră de masă M = 1,00 kg este suspendată de un fir de 
lungime 1 — 0,30 m. Firul este deviat, cu “unghiul a == 60” și lăsat liber. 
Cind sera trece prin poziţia de echilibru, ea ciocnește plastic o bilă de 
masă m = 0,20 kg care vine din sens opus sterei. Știind unghiul de deviere 
a = 30 a, corpurilor, aflaţi viteza bilei. 

1.4.13. O hilă suspendată de un tir de luncime 1] = 0 30 m se află la 
înălțimea = 30 em deasupra unei mese or izontale. Bila, este deviată 
cu 90” şi lăsată liber. Știind că firul rezistă pină la o dată și jumătate din 
greutatea bilei, aflaţi la ce înălțime se va ridica bila după ciocnirea per- 
fect elastică cu masa. 

1.4.74. O bilă de masă m = 100 g, suspendată de un fir de lungime 
Il = 100 em, a fost deviată pînă la poziţia orizontală a firului de suspensie 
şi lăsată liber. În punctul inferior al traiectoriei Dila loveste un corp de 
masă M = 200 g care parcurge»o distanță d = 200 em pină se opreşte, 
în timp ce bila, ricosează. Între ce limite este cuprins coeficientul de îre- 
care la lunecare dintre corpul JM și planul orizontal? 

1.4.75. Din practică se știe că este mai usor să sări pe țărm de pe 
un $lep decit dintr-o barcă usoară. De ce? C 'orparaţi în cele două cazuri 
lungimea săriturii omului și forţa medie dezvoltată de om, considerind: 
că omul dezvoltă în ambele cazuri acelaşi lucru niecanic. 

1.4.76. O bară de masă m = 10,0 ke execută o rotaţie completă în 
plan vertical în jurul unei axe trans ersale orizontale, trecînd printr-un 
capăt al barei. a) Dacă în punctul superior apăsarea asupra axei este 
egală cu greutatea barei, care va fi apăsarea în punctul interior? b) Dar 
dacă, sus apăsarea este zeru ? 

1.4.77. La periteria unui disc de rază R = 0,410 m şi masă M = 3 0 kg 
este lipit un corp mie de masă m = 100 g. Cu ce viteză trebuie să se TOS- 

togolească, (fără lunecare) discul pentru ca la fiecare rotaţie el să se des- 
prindă de Pămînt? 
(*) 1.4.78. Două bile cu masele maia suspendate de fire paralele egale 
sint deviate simetric şi lăsate liber. Bilele se ciocnesc plastic. Aflaţi ce 
fracțiune din energia cinetică a bilelor se transformă în căldură. Pentru 
ce raport al maseloi: cantitatea de căldură va îi maximă? . 

1.4.79. Două bile mici de mase diferite suspendate pe fire paralele, 
se ating. Prima bilă este deviată (cu fir întins) pînă la o înălţime h-și 
apoi lăsată liber. În urma ciocnirii prima bilă se opreşte, iar cealaltă 
deviază la o înălțime ha < ha. Aflaţi pierderea relativă de energie cinetică 
prin ciocnire. 
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1.4.80. Două bile suspendate ve fire paraleie se aiing intre ele. Una 
din bile este deviată şi apoi lăsată liber. După ciocnirea perfect elastică, 
bilele se ridică la aceeaşi inălţime. Aflaţi raportul maselor. Dar dacă 
coeficientul de restituţie este F&? 

1.4.81. O sieră de masă M oscilează cu amplitudinea mică 0 suspen- 
dată de un fir de lungime !. În momentul cînd sfera este într-o poziţie 
extremă se aruncă o bilă de masă m dintr-un punct situat la aceeaşi înăl- 
țime cu punctul de suspensie al sferei la distanţa d de aceasta, în planul 
de oscilație a sferei. Aflaţi viteza bilei și unghiul ei cu orizontala astiel 
ca bila să ciocnească plastic sfera în momentul trecerii ei prin poziţia de 
echilibru şi prin ruperea firului corpurile să cadă vertical. 


1.4.82. Un corp de masă m, = 300 ge loveste pertect elastic un alt 
corp a masă m, atlat iniţial în repaus, după care ticoșează sub unghiul 
7]2 faţă de direcţia iniţială, cu viteza pe jumătate. Aflaţi masă me. 

1.4.83. Două bile de mase m, = 0,200 kg, Ina = - 0 „100 kg se mișcă 
pe direcţii perpendic ulare cu vitezele 1, = 39,0 m/s, respectiv va = 10,0 
m/S. După cicocnire bila n, se oprește. Allaţi y iteza primei hbiie după CiOe- 
nive și cantitatea de căldură degajată prin ciocnire. 'Trasaţi diagrama 
conservării impulsului. 

1.4.84. Două corpuri cu masele m, = 1,00 lg, 72 = 2,00 kg se mişcă 
pe direcţii perpendiculare, primul corp cu viteza 1, = 10,0 m/s. După 
ciocnire primul corp se opreste. Ce cantitate de căldură s-a degajat prin 
ciocnire ? 

1.4.85. Un proiectil în repaus explodează în trei traemente de ase 
mMia.g CU energia cinetică totală E. Știind că direcţiile vitezelor formează 
între ele unghiuri a = 120, aflaţi vitezele tragmentelor. 

1.4.86. O particulă de masă m, loveşte perfect elastic cu viteza 7 
o particulă de masă m, aflată în repaus. După ciocnire particula m, rico- 
şează sub ununghi drept faţă de direcţia inițială. Știind viteza iniţială 
?o, raDortul maselor r = mo/mi, sai vitezele finale şi unghiul de recul 
al particulei Ma. 

1.4.97. O particulă de masă (LE lov este cu viteza +, o altă particulă 

de masă m, aflată în repaus. După ciocnire direcţiile de mişcare ale par- 
ticulelor iormează unghiurile 6,, respectiv 6, cu direcţia €,. Aflaţi vitezele 
finale. Dacă m, = m, și ciocnirea este perfect elastică, arătaţi că 0, + 
-- a = 90, 
* 1.4.88. 0 particulă de masă m, loveşte perfect elastic o ată par- 
ticulă de masă m, aflată iniţial în repaus, şi este împrăștiată, sub unghiul 9 
faţă de direcța iniţială. Aflaţi : a) viteza finală, ti, D) pierderea (sau “trans- 
ferul) relativă de energie cinetică f = —AEaj/Ea, €) pentu ce raport 
al maselor r = me/m, respectiv pentru ce unghi de împrăştiere 0, trans- 
ierul de energie este maxim. 
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14.89. Două bile identice de masă m = 200 g fiecare stau pe un 
plan orizontal și se ating între ele. O altă bilă de aceeaşi rază le loveşte 
central perfect elastic şi se opreşte. Aflaţi masa acesteia din urmă. 

1.490. Două bile de mase mie şi raze RR, absolut netede şi absolub 
elastice se ciocnesc ca în figură. Se cunosc vitezele 1, „ și parametrul b. 
Aflaţi unghiul de împrăştiere 0 a bilei m,. Aplicaţie numerică: m, = 
= Ma = 90, va = 2. 


1.4.91. Un corp de masă m = 1,00 kg coboară liber de la înălţimea 
h = 1,10 m pe o pană de masă M = 10,0 kg fără frecări, care poate luneca 
pe un plan orizontal fără frecări, ca în figură. Ce viteză va avea pana cînd 
corpul părăsește pana? (jos pana este racordată neted cu orizontala). 

1.4.92. Pe o pană netedă tără frecări, de masă M, aşezată pe un plan 
orizontal fără irecări, lunecă liber de la înălţimea II un mic corp de masă 
m. Aflaţi distanţa de la corp pină la pană în momentul cînd corpul loveşte 
planul orizontal (căzind de la înălţimea h). Aplicaţie : 4, = 1,30 m, k = 
= 0,830 m, m/M = 1/4. 


&m 
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14.93. În figură cele două „movilițe” sînt identice, de înălţime k = 
== 1,00 mm şi de masă M = 4,0 kg fiecare. Corpul mic m = 1,00 kg începe 
să coboare, după care urcă pe eealaltă moviliţă”. Toate frecările sînd 
neglijabyle. La ce înălţime urcă corpul m? 

1.494. Un corp de masă m = 1,00 kg intră cu viteza orizontală v, = 
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masă M =— 10,0 kg, așezat pe un plan orizontal. Neglijind toate frecările, 
aflaţi viteza corpului m la înălțimea R(g = 10 m/s2). 

1.4.95. Care trebuie să fie înălţimea h de la care cade liber bila m = 
= 1,00 kg, pentru ca ea să nu urce mai sus de marginea jeheabului semi- 
cilindric de rază R = 40 cm și masă M =— 4,00 kg din figură, Frecările 
se neglijează. 

1.490, O halteră formată din două bile identice legate printr-o tijă 
imporiderabilă de lungime 1 = 0,50 m cade în poziţie orizontală de la o 
înălțime k = 1,00 m, după care una din bile loveşte periect elastic mar- 
ginea mesei, ca în figură. Ce distanţă parcurge CM al halterei de la ciocnire 
pină cind a doua bilă loveşte partea verticală laterală a mesei ? 
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148. 0 sanie de masă m, = 40 kg intră cu viteza e, = 10,0 m/s 
pe uz suport de masă m, = 60 kg avind forma de steit de cerc ca în figură 
Neglijind frecările și gravitația, ailaţi vitezeie finale ale corpurilor. 

14.98. O bilă de masă m, = 90 g, zbwrind orizontal cu viteza e = 
= 5,0 m/s lovește periect elastice o prismă de masă me=— 250, 
aflată în repaus pe o masă orizontală fără trecări. După ciocnire bila 
zboară vertical în sus. Ailaţi vitezele corpurilor după ciocnire. 

1,4.99. O bilă lovește perfect elastic cu viteza e, = 2,00 m/s sub un 
unghi de incidenţă « = 60” un perete de masă mare care se mişcă spre. 
bilă cu viteza ra = 1,00 m/s sub unghiul 6 = 30” faţă de normala sa. 
Aflaţi unghiul de reflexie și viteza bilei după ciocnire (Se rezolvă întîi 
în SC legat de perete). 

14.100. Un corp cu viteza orizontală 7, = 20,0 m/s loveşte perfect 
elastic un perete înclinat cu unghiul « = 45% faţă de orizontală, care se 
mişcă cu viteza orizontală e, = 10,0 m/s. Aflaţi viteza tinală a primului 
corp și unghiul ei cu orizontala. 


Fig 1449 r fig 24192 
1.4.101. Două bile de mase m, = 2,0 kg, mp = 4,0 kg, aşezate pe 
un plan orizontal iără frecări, sint legate intre ele printr-un fir şi comprmiă 
între e:e un resort care are energia potenţială E = 6,0 J. Arzind firul, 
aflaţi vitezele bilelor. 
1.4.102. O bilă de masă m = 100 g este fixată cu două resorturi 
identice de constantă k& = 15 N/m fiecare, ca în figură. Iniţial resorturile 
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sint nedeformate şi au lungimea 1, = 40 cm fiecare. Ridicînd bila la înăl- 
țimea h = 30 cm i se dă drumul. Cu ce forță medie loveşte podeaua dacă 
timpul de ciocnire este At = 1,0 ms? | Ș 

1.4.103. În dișpozitivul din figură între piston şi cilindrul fix forţa 
de frecare la alunecare este F, = 10,0 N; m = 0,50 kg, M = 0,50 kg, 


kb = 100 N/m, + = 2,00 m/s. Aflaţi cu cît se deplasează pistonul în urma 
ciocnirii platice. 


. [, 4 p 
mw «i v = fe 4 
Pau W 
Fig. 1.4.103 Fig. 1.4.104 


1.4.104. În schema din figură corpurile sint identice de masă m = 
= 1,40 kg fiecare la distanţa iniţială d = 0,98 m între ele, resortul de 
constantă elastică k = 40 N/m este iniţial nedeformat, coeficientul de 
frecare la lunecare este peste tot u. = 0,20. Ce viteză trebuie imprimată 
corpului din stînga pentru ca cel din dreapta să revină înapoi în poziţia 
iniţială ? Ciocnirea este perfect elastică, 

1.4.105. O minge mică de tenis lovește perfect elastic cu viteza vw 
sub unghiul de incidenţă « o paletă masivă. Ce viteză de translație » 
trebuie să aibă paleta și sub ce unghi f faţă de normala sa pentru ca 
mingea să ricoșeze sub un unghi drept faţă de direcţia iniţială ? 

** 1.4.106. Asupra nnui corp de masă m acţionează o forță preporţio- 
nală cu timpul: [= Aţ. Aflaţi legea mişcării ştiind condiţiile iniţiale: 
la i =:0 avem = %şir=0. 

** 14.107. Un lanţ de lungime 1 şi masă m este ţinut iniţial de capătul 
superior astiel încît capătul său inferior atinge o masă, apoi se lasă să 
cadă liber. Ce forţă va exercita lanţul asupra mesei în timpul căderii și 
ce impuls total transmite el mesei? 


1.5. MOMENTUL 
Teaca CINETIC 


1.3.1. O scară neuniformă de lungime k = 2,00 m poate sta în echi- 
librw sprijinită de un perete vertical pină la un unghi minim « = 607 
format cu podeaua. Coeficienţii de frecare la lunecare cu podeaua 
U4=—0,3W și cu perete uz = 0,40. Aflaţi înălţimea la care se află CM al scării. 

145.2. Pe o scară dublă foarte uşoară articulată sus şi legată printr-un 
fir la capetele inferioare, se suie un om demasă în = 60 kgpină la mijlocul 
scării. Aflaţi tensiunea din fir, neglijind toate frecările. Unghiul a = 60. 


fe 
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1.5,3. O scară uniformă de masă m = 4,00 kg este sprijinită de un 
perete/neted fără îrecări, capătul inferior fiind asezat pe o podea cu îre- 
care. Unghiul de înc linare al scării faţă de orizontală a = 60. Ce forţă 
se exercită asupra capătului inferior al scării şi sub ce unghi faţă de ori- 
zontală ? 

1.5.4. O ladă cu dimensiunile a = 1,50 m şi b — 2,00 m este tirită 
orizontal uniform cu o forţă PF sub unghiul z faţă de orizontală, ca în 
figură. Coeficientul de frecare la alunecare este u — 0,40. Pentru ce unghi 
a lada începe să se ridice? 

1.54. O tijă subţire rigidă de lungime 1 — 1,00 m este prinsă rigid 
sub ub unghi a == 30” de un ax vertical, ca în figură. La capătul tijei 
este prinsă o bilă de masă m = 1,00 kg. Sistemul se roteşte cu turaţia 
n = 1,00 rot/s. Aflaţi reacţiunea bilei asupra tijei și momentul reacţiunii 
taţă de punctul-de fixare de ax. Pentru ce perioadă de rotație acest moment 
este nul? „< 

1.5.6 Pe o tijă de masă neglijabilă sînt fixate două bile de mase 
i =— 040 kg, m3—0,20 kg la distanțele d, =0,50 m, d; = 1,00 m de articu- 
laţie; ca în figură. Tija se roteşte cu viteza unghiulară o = 5,1 rad/s 


Lă 
în jurul axei verticale trecînd prin articulaţie. Aflaţi unghiul de deviere al 
tijei. 


1.5.7. O tijă ali de masă eglijabilă are la capete două bile de 
mase m, — 1,00 kg, ma = 3,00 kg. Tija este sprijinită la mijloc pe un 
reazem. Iniţial tija este ţinută în poziţie orizontală, apoi se lasă liberă. 
Aflaţi apăsarea exercitată de tijă pe reazem imediat ce tija este lăsată 
liber. 

1.5.9. O scindură omogenă și uniformă de masă m — 1,00 kg și lun- 
gime Î — 1,00 m este aşezată pe'o masă orizontală cu coeticientul de tre- 
care la alunecare vu. = 0,20. La un capăt al scîndurii se aplică o forţă ori- 
zontală P' perpendiculară pe scîndură. Care este valoarea minimă a forţei 
P necesară pentru ca scindura să se rotească și în (reu cărui punct se 
va roti atunci scindura? 

1.5.9. O tijă omogenă și uniformă se află în interiorul unei sfere într-an 
plan meridian. Unghiul la centru determinat de tijă este 0 = 60%, iar 
coeficientul de frecare la lunecare este u = 0,20. Ce unghi maxim "faţă 
de orizontală poate avea tija? 

1.5.10. O sirmă de oţel fixată la un capăt, fiind răsucită la celălalt 
capăt cu unghiul 0 generează un cuplu de torţe elastice cu momentul 
M = 00, unde 0 = SE e 10-32 N. m/rad este constanta de torsiune. Din 
această sirmă se caii eo Foii ie un resort spiralat de rază RP — 2,0 cm 


şi cu pasul mic (k < R). Calculaţi constanta, elâstică k a resortului 
obţinut. 


5 — c. 73 
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1.5.1]. Asupra unui satelit artificial al Pămintului acţionează o forță 
de frecare p = — ke. Se conservă momentul său cinetic în raport cu 
centrul Pămîntului? Rămine traiectoria plană? 

1.5412. Avem un pendul simplu gravitațional. a) Care este momentul 
cinetic ai particulei față de verticala prin punctul de suspensie? b) Care 
este variaţia pe unitatea de timp a momentului cinetic al particulei în 
raport cu punctul de suspensie ? 

1.5.3. O minge de masă m =— 100 g loveşte perfect elast ce cu viteza 

o, = 20,0 m/s un perete sub unghiul de incidenţă a = 30%. Calculaţi 
momentul cinetice al particulei faţă de un punct situat la distanţa s = 
= 1,00 m de perete pe normala la perete în punctul de ciocnire. Se con- 
gervă acest moment cinetic în procesul de ciocnire ? 
* 1.5.14. 0 particulă este aruncată oblic în cîmpul gravitațional 
terestru (în vid) cu viteza , sub unghiul a, faţă de orizontală. Care este 
momentul forţei şi momentul cinetic faţă de punctul de lansare? Verificaţi 
teorema momentului cinetic. 


Fig. 15,15 


* 1.5.15., La un pendul conic masa bilei m = 100 g, lungimea firului 
l = 90 cm, unghiul conului 22 = 2 : 60. a) Calculaţi momentul forței şi 
momentul cinetic al bilei faţă de centrul cercului și faţă de punctul de 
suspensie, b) Care este variaţia momentului cinetic pe unitatea de timp 
în ultimul caz? Verificaţi teorema momentului cinetic. 

1.5.16. O particulă se mişcă liber, fără frecare. sub acţiunea forţei 
de greutate pe suprafața interioară a unei sfere. Arătaţi că momentul 
cinetic al particulei în raport cu diametrul vertical al sferei se conservă. 

1.5.17. Două particule de aceeaşi masă m se mişcă rectiliniu uniform 
cu viteze egale în modul dar de sens opus (5, —5,) pe două drepte para- 
lele. Arătaţi că momentul cinetic total în raport cu orice punct din spaţiu 
nu depinde de alegerea acestui punct, 

1.5.18. O bilă de masă m = 100 g, legată de un centru fix printr-un 
fir de lungime 7, = 0,60 m execută o mişcare circulară uniformă pe o masă 
orizontală fără frecări cu turaţia n, = 1,00 rot/s. Ce turație va avea bila, 
dacă firul se scurtează pînă la lungimea 7, = 0,30 m? Ce lucru mecanic 
a efectuat forţa care a scurtat firul? 

* 15.19. 0 bilă de masă m = 60 g descrie o mişcare circulară uni- 
formă într-un plan orizontal fără frecări (masa cu perna de aer), prinsă 


66 


l 
| Y 
mg | 
Ta | 
iei | 
(Sa 
"Tia PR ii 
fig 1s% pp.tsae my 


fiind de un fir ideal, trecut peste un mie scripete ideal în centrul cercului 
şi avind la capăt două corpuri de mase m, — 20 8, ma = 20 g, legate 
unul după altul. La un moment dat se arde firul dintre corpurile muz. 
Aflaţi tensiunea din fir şi raportul în” care creşte raza de curbură a braiec- 
toriei bilei imediat după arderea tirului. 

* 15.20. Avem un pendul simplu gravitațional. Care este momentul 
forţei şi momentul cinetic al particulei faţă de punctul de suspensie? 
Verificaţi teorema momentului cinetic. = 


1.6. MECANICA 
aaa PIGIDULUI 


1.6.1. Un exagon de latură 1 este rostogolit fără lunecare pe un drum 
orizontal cu viteză unghiulară e constantă. Aflaţi traiectoria și viteza 
orizontală medie a centrului exagonului. 

1.6.2. Un cere de butoi se rostogoleste cu lunecare astfel încît vitezele 
punctelor A, B sint respectiv za,p. Aflaţi vitezele punctelor C, PD. 


fi. 152 D348 A 


1.6.3. Pe un jeheab de lăţime b se rostogolește fără lunecare cu viteza 
v o sferă de rază FR ca în figură. Aflaţi viteza maximă şi minimă a punetelor 
sferei. 
1.8.4. În sistemul din figură masa scripetelui m = 200 g este practio 
concentrată la periferie, m, = 300 g, m; = 500 g; firul nu lunecă pe 
scripete. Aflaţi tensiunile din fir. 
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1.6.5. Un cerc de butoi de rază R — 1,00 m, rostogolindu-se fără 
alunecare cu viteza o = 10,0 m/s pe un drum orizontal, lovește inelastie 
un prag de înălțime / — 10,0 cm, astfel încit componenta radială a vitezei 
(către virtul pragului) se anulează. Ce viteză va avea cercul după ce urcă 
pragul? Ce viteză minimă trebuie să aibă cercul pentru a putea urca 
pragul? 


fipdut 


sy za 


1.6.6. Un cere de butoi de lăţime b = 4,0 cm are un mic orificiu de 
rază r — 2,0 mm de la un nit. Cercul este așezat vertical cu orificiul în 
jos. Datorită unei trepidaţii cercul începe să se rostogolească fără lunecare. 
Aflaţi viteza maximă. | 
* 1.6.7. 0 halteră sub forma a două bile punctiforme, de masă m 
fiecare, legate între ele printr-o tijă de masă neglijabilă și de lungime ], 
este așezată ca în tigură, sprijinită de perete. Frecarea cu pereţii este 
neglijabilă. Haltera începe să cadă. Aflaţi forţele de apăsare asupra hal- 
terei în momentul cînd haltera face unghiul 0 cu verti“ala. 

1.6.8. Piesele (plăcuţele) de domino de lungime 1 = 4,0 em sînt ase- 
zate vertical în picioare una după alta la distanţă mică (< 1) între ele, 
formind un sir din N =— 100 plăcuţe. Dezechilibrind prima plăcuţă, ele 
cad una după alta. Evaluaţi în cît timp cade întreg șirul. 

1.6.9. Un cilindru gol de masă M se rostogolește fără lunecare pe un 

. : . . .1. a d 3 mase 
plan înclinat de unghi a. Pe suprafaţa interioară[a cilindrului lunecă 


fără frecări un mic corp de masă m. Aflaţi £. 


Sri 
Ls 
£g169 Fg1614 
1.6.0. Două bile de mase m, = 1,00 kg, mo =— 3,00 kg legate prin- 
tr-un îit ideal de lungime 1 — 0,10 m se rotesc liber pe un plan orizontal 


neted în jurul centrului de masă cu viteza unghiulară w — 10 rad/s;, Aflaţi 
energia cinetică a sistemului: 

1. În sistemul din figură se cunosc masele m, = 0,200 kg, 
ma =4 0,400 kg și distanţele s, = 0,30 m, s2 = 0,50 m, tija are greutate 
neglijabilă. Aflaţi tensiunea din firul sting imediat ce se taie fiul drept. 
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1.7. ECHILIBRUL 
ze MECANIC 


1.7.1. În figură corpul de greutate G = 100 N este suspendat prin 
fire de doi pereţi astfel încît tensiunea T, = n G, n = 2,0. Aflaţi tensiunea 


1.7.2. O sferă de masă m = 10,0 kg se află în echilibru în unghiul 
diedru de unghiuri £ = 60%, a — 30, ca în figură. Frecările sînt neglija 
bile. Aflaţi forţele de reacțiune ale planelor. 


fig lil 
1.7.3. O bilă de masă m, suspendată, se sprijină pe un plan înclinat 


fără frecări, ca în figură. Aflaţi reacţiunea planului. Aplicaţie: 
m = 1,00 kg, a= 15, 6P=30'. 


fug. 173 oc 


fig 174 
1.7.4. Pe un plan înclinat fără frecări, de unghi a = 30%, este men- 
ţinut în echilibru un cilindru neted de masă m = 300 g, ca în figură. Aflaţi 
forţa verticală F. 
1.7.5. Aflaţi forţa de forfecare care se exercită asupra nitului, atunci 
cînd capetele cleştelui sint strînse cu o forţă P — 100 N. 


| 
d î 
pe 


FII 
1.7.6. O tijăa tost îndoită la mijloc în unghi drept cu braţe egale şi 
suspendată liber de un capăt. Aflaţi unghiul-format de jumătatea superi- 
oară cu verticala. 
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147.7. O scindură omogenă şi uniformă de masă M = 4,0 kg este 
așezată pe o masă astfel încit o fracțiune f = 1/4 din lungimea sa depă- 
şeşte spre exterior marginea mesei. Aflaţi masa corpului ce trebuie aşezat 
la capătul exterior al seîndurii pentru ca aceasta să se răstoarne. 

1.78. În sistemul din figură se dau : 1 = 80 em, resorturile sînt ini- 
țial nedeformate şi au aceeaşi lungime; d = 20 cm. Aflaţi raportul lu /ha 
dacă bara are poziţie orizontală în starea, finală. 


E, fig. 170 fig. 129 
1.7.9. O bară este sprijinită ca în figură. Pentru ce valori « bara va 
fi în echilibru, dacă coeficientul de frecare u = 0,50? 
1.740. O bară uniformă de masă m =— 60 kg şi lungime 1=40 m 
se sprijină ca în figură. Frecările sint neglijabile, g = 30%, h =3,0 m. 
Aflaţi tensiunea din fir. 
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1.7.11. O bară omogenă şi uniformă de masăm = 4,0 kg se sprijină 
pe laturile unui unghi diedru a =— 150 ca în figură. Cit este forţa F la 
echilibru ? Toate îrecările sint neglijabile. 

1.7.12. De un perete neted se sprijină o scară uniformă de masă 
m= 10 kg tormind un unghi  — 4% cu podeaua rugoasă. Aflaţi forţa de 
frecare dintre scară şi podea. 

1.7.13. Un bloc paralelipipedice omogen de masă m şi de lăţime b 
stă sprijinit pe două perechi de picioruşe mici ca în figură, pe un plan 
orizontal cu coeficienţii de frecare u,, respectiv us < uy. Aflaţi forţa minimă 
necesară pentru a urni din loc blocul. 


E 
L 


d fig 17% b 


1.7.14. Un conteiner de forma unui cub omogen are pe o latură role 
(frecări neglijabile), iar pe latura opusă pinteni, ca în figură. Pentru a-l 
deplasa orizontal de la pinteni spre role, trebuie împins cu o forţă PF, 
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aplicată în centrul teţei,iar în sens invers cu o forță F>. Aflaţi masa co- 


teinerului. si 
1.7.15. În sistemul din. figură se cunose m, a. Aflaţi coeficientul de 


frecare minim necesar pentru echilibru şi tensiunea din fir la echilibru. 


EI) 
a 


1.9 


Pal, 


Ag. 1715 
1.7.16. Care trebuie să fie coeficientul minim de frecare la lunecare 
dintre mosor și planul înclinat pentru ca mosorul să stea în echilibru ? 
Aplicaţie : g= 45, r = 3,0 cm, R = 1,0 cm. 
1.7.]7. Un mosor este suspendat ca în figură. Se dau u = 040,r= 
= 10 mim, R = 50 mm. Pentru ce valori a moserul nu cade? 


D 


OO 
A 


fig, 4717 fă 1774 | 


1.7.18. O bară omogenă şi uniformă este suspendată printr-un fir 
ideal ca în figură. Aflaţi unghiurile a pentru care bara este în echilibru. 
Coeficientul de frecare la lunecare între bară şi perete este u — 0,30. 

1.7.19. Un cub de masă m așezat pe o masă orizontală cu coeficientul 
de îrecare la lunecare yu este tras deo forţă F sub unghiul a, ca în figură. 
Reprezentaţi în planul (F/(mg), u) regiunile pentru care cubul este în 
repaus (a este fixat). 
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1.7.20. În sistemul din figură se dau M = m, + ma = 200 g, seri- 
petele este mic şi ideal, tija are masă neglijabilă și 1 — 42 em. În timpul 
mişcării corpurilor m, echilibrul tijei se obţine dacă Al = 3,0 em. Aflaţi 
masele ms. 

1.7.2]. Între doi pereţi paraleli cu distanţa d — 1000 mm între ei 
se „bate” o scindură de greutate neglijabilă într-un plan perpendicular 
comun al pereţilor, ca în figură. Unghiul de frecare dintre sciîndură şi 
pereţi o = 9,0”. Aflaţi lungimea maximă a scîndurii pentru a se putea 
autobloca. i 


fig. PI2 A71727 

1.7.22. Se dă montajul din gură. Pentru ce valori m paralelipipedul 
M va luneca fără să se răstoarne ? Discuţie. 

1.7.23. Aflaţi forţa minimă necesară pentru a răsturna un cub de 
masă m în jurul unei muchii. Care trebuie să fie coeficientul de frecare 
u pentru ca cubul să nu lunece? 

1.7.24. Pe un plan înclinat de unghi: a stau unul peste altul două 
cuburi identice. Coeficientul de frecare dintre cuburi este u, iar între 
cubul inferior şi planul înclinat frecarea este suficient de mare. Se creşte 
lent unghiul a al planului. Ce se întimplă cu cuburile? Discuţie. 

1.7.23. O roată dela o căruţă s-a turtit într-o parte ca în figură. Pentru 
ce valori ale coeficientului de frecare la lunecare roata va luneca în loc 
să se rotească (rostogolească) ? Raza R — 1,0 m, b = 10 cm. 

1.7.26. Două şipci de lungimi Î, 2-şi mase my, sint unite în unghi 
drept, aşezate pe un plan rugos cu coeficienţii de frecare u,, şi trase 
orizontal de unghiul drept, ca în figură. Aflaţi unghiul e. 


1.7.27. Teul din figură, format din braţele 1,2, cu masele m, e şi coe” 
ficienţii de frecare pu,» este tras orizontal pe o suprafață plană orizon- 
tală. Aflaţi unghiul a. 

1.7.28. O placă pătratică este formată din două jumătăţi omogene 
şi uniforme de mase mg. Placa est» aşezată pe un plan orizontal cu coeti- 
cientul de frecare la lunecare vu. i» placă se trage orizontal cu o forţă 
aplicată în capătul liniei mediane care separă jumătăţile m. Ce unghi 
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trebuie să formeze forţa cu această linie pentru ca placa să se miște prin 
translație ? Aplicaţie : m, = 2ma. 

«+ 1.7.29. Peste un cilindru absolut neted, orizontal, fix, de rază R, 
este trecut un lanţ de lungime i și masă m, aflat în echilibru. Aflaţi ten- 
siunea din lanţ în funcţie de unghiul 0 la centru. 


fizi22i : «fig. 1780 

1.1.30. Cu ajutorul unui lanţ de lungime ! și masă n este suspendat 
un butoi cilindrie de rază R şi masă M, ca în figură. Atlaţi tensiunea, 
din lanţ în funcţie de unghiul 0 la centru. 
+ 


* + 


1.7.31. Calculaţi momentul de inerție al unei tije subţiri de lungime 
i şi masă m faţă de o axă transversală care trece prin :a) mijlocul tijei, 
b) un capăt al tijei. 

** 1.7.92. Fie o tigură (placă) plană. Alegem în planul plăcii două axe 
perpendiculare între ele Uz, g și axa Oz perpendiculară pe planul plăcii. 
a) Stabiliţi relaţia dintre cele 3 momente de inerție 1. respectiv faţă 
de axele de coordonate Oz, y, 2. b) Calculaţi momentele de inerție ale 
„unei coroane circulare omogene de masă m și raze R,, h,. 

** 1.7.3. Calculaţi momentele de inerție faţă de axele de simetrie ale 
unui cadru (ramă) subţire dreptunghiular, omogen și uniform, de masă 
m și laturi a,b. 
«+ 1.7.34. Calculaţi momentul de inerție al plăcii dreptunghiulare de 
masă m şi laturi a, b, faţă de axele de simetrie. 

** 17.95. Calculaţi momentele de inerție ale unui paralelipiped drept- 
unghic, omogen, de masă m și laturi a, b, e, faţă de axele de simetrie. 
+ 1.7.36. Calculaţi momentul de inerție al unei pături cilindrice omogene 
de masă m și raze R,, Ro. 

** 1.7.37. Calculaţi momentul de inerție al uxei pături sferice omogene 
de masă m și raze Rh, „ laţă de un diametru. 

** 1.1.38. Momentul forţelor de frecare într-un lagăr este proporţional 
cu viteza unghiulară : VU, = — lo. Știind că sub acţiunea unui moment 
rotitor M = 1,00 kN - m, rotorul cu momentul de inerție 1 = 20,0 kg - m3, 
atinge turaţia limită (maximă) no = 1200 rot/min, aflaţi după cît timp 
rotorul atinge o fracțiune f = 99 %, din această turație şi cite rotații 
face în acest timp. 

++ 1.7.39. O placă subţire omogenă dreptunghiulară de masă m = 
= 300 g şi de dimensiuni b — 40 em, hi = 1,25 m, se roteste în jurul laturii 
sale de lungime / aşezate vertical. Fiecare element de suprafaţă al plăcii 
întimpină din partea aerului o torță de rezistenţă (normală pe placă) 
proporţională cu aria elementului și cu pătratul vitezei sale. Cunoscind 
turaţia iniţială ng:=— 10,0 rot/s a plăcii și timpul z = 1,00 s în care această 
" turație se reduge la jumătate, calculaţi : a) momentul de inerție ul plăcii 
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faţă de axa de rotaţie, b) constanta de proporţionalitate din legea amin- 
tită a forţei de rezistenţă, c) numărul de rotații efectuate de placă în 
timpul amintit +. 

*x 1.7.40. O bară subţire omogenă şi uniformă, de lungime 1 şi masă m, 
se roteşte uniform cu viteza unghiulară w într-un plan orizontal în jurul 
unui capăt fix. a) Calculaţi tensiunea elastică din bară la distanța z de 
capătul îix şi reacţiunea PR a lagărului. b) Cunoscind secţiunea S a barei 
şi modului de elasticitate FE, aflaţi alungirea barei. 

**  1.7.41. 0 tijă subţire, omogenă și uniformă, de lungime 7 şi de masă 
m, se roteşte într-un plan orizontal în jurul unui capăt fix. Aflaţi rezultanta 
forţelor aplicate tijei în momentul cînd viteza unghiulară a tijei este e 
şi acceleraţia unghiulară e. 

*k 1.7.42. O tijă omogenă şi uniformă, de lungime ! şi masă m, este 
prinsă la un capăt printr-o articulaţie (ideală) de o axă verticală într-o 
poziţie înclinată cu unghiul a, celălalt capăt al tijei fiind legat printr-un 
fir orizontal de axă. Tija se rotește cu viteza unghiulară e = const în 
jurul axei verticale. Calculaţi tensiunea din fir şi reacţiunea Pe a articu- 
laţiei asupra tijei în cele două variante din tigură. 


x 1,7.43. O placă plană subţire. neomogenă şi neuniformă, de masă m, 
se roteşte în jurul unei axe fixe perpendiculare pe placă. Se cunoaşte 
distanţa centrului de masă 0M pină la axa de rotaţie R, şi momentul 
de inerție 1, al plăcii faţă de axa centrală, normală la placă, Aflaţi rezul- 
tanta forţelor externe aplicate plăcii în momentul cînd are viteza unghiu- 
lară « şi acceleraţia unghiulară e. 

x 1.7.44. Un fragment de cere de butoi de rază h este suspendat sime- 
trie pe un cui bătut în perete. Aflaţi perioada micilor oscilaţii în planul 
paralel cu peretele. i | 

() 1.7.45. O bară subţire, omogenă și uniformă, de lungime ! este sus- 
pendată la distanța a de centrul barei. Pentru ce distanţă ze perioada 
micilor oscilaţii ale barei în planul vertical este minimă? 

x 1.7.46. Un pendul fizic de masă m, moment de inerție I faţă de axa 
de suspensie şi distanţa PR a CM pină la axa de suspensie, oscilează cu 
amplitudinea unghiulară a. Exprimaţi în funcţie de unghiul de deviere $;: 
a) viteza unghiulară şi acceleraţia unghiulară ale pendulului, b) forţa 
exercitată de pendul asupra axului de suspensie, c) particularizaţi rezul- 
tatele pentru cazul unei tije subţiri, omogene şi uniforme. 
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ex 1.7.47., O bară omogenă și uniformă de greutate G se sprijină cu 
un capăt pe podea iără frecare, formînd un unghi a cu podeaua. Aflaţi 
pentru momentul cînd bara începe să cadă pornind din repaus: a) torţa 
exercitată de bară asupra podelei, b) acceleraţia CM, c) acceleraţia unghiu- 
lară. d) Aflaţi traiectoria capătului superior al barei, e) viteza unghiulară 
a barei în funcţie de unghiul 6 format de bară cu podeaua. 
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*x  ].7.40. O bară omogenă și unitormă, de lungime ! și masă m, lunecă 
fără frecare cu capetele sale pe o podea și pe un perete vertical. Iniţial 
bara este în repaus tormind un unghi « cu podeaua. Aflaţi în funcţie de 
unghiul 6 : a) viteza unghiulară şi acceleraţia unghiulară ale barei, b) reae- 
ţiunile peretelui şi podelei, c) unghiul 0, în momentul cînd bara se des- 
prinde de perete, d) reacţiunea podelei și acceleraţia CM al barei în acest 
moment, e) viteza unghiulară a barei după desprinderea de perete. 

** 1.7.49. Un disc omogen de rază PF, ţinut orizontal şi pus în rotaţie 
în jurul axei sale verticale cu viteza unghiulară e, este așezat pe un plan 
orizontal cu coeficientul de frecare la lunecare u. Considerind că presiunea 
exercitată de disc pe plan 'este uniformă, aflaţi după cit timp discul se 
opreşte și cite ture efectuează pină la oprire. 

«+ 1.7.50. Un pendul conic este format dintr-o tijă subţire, omogenă, 
şi unitormă, de lungime [, care se roteşte în jurul axei verticale formînd 
un unghi a cu verticala, capătul superior fiind prins într-o articulaţie 
ideală fără trecări. Aflaţi viteza unghiulară și reacţiunea articulației 
asupra tijei. Pentru ce turație tija începe să devieze? 

sx 1.7.5. Un lanţ greu, omogen ȘI uniform, de lungime 7 și greutate 
G, este suspendat de capete în două puncte situate pe aceeași orizontală, | 
a) Aflaţi ecuaţia curbei pe care o ia lanţul, b) cunoscind și săgeata f, aflaţi 
tensiunea în lanţ în punctul cel mai de jos, precum şi la capete. €) Consi- 
derînd că verigile de la capetele lanţului lunecă pe o tijă orizontală cu 
unghiul de frecare ş, aflaţi distanţa maximă posibilă dintre capetele lan- 
ţului în echilibru, 

++ 1.7.52. O bară omogenă şi uniiormă, de lungime /, secțiune S si masă 
sm este suspendată la capătul superior. Aflaţi alungirea barei datorită, 
propriei greutăţi. Se dă modulul de elasticitate E. 

++ 1.7.53. O bandă de oţel de lungime /, lăţime b și grosime H este cur- 
bată într-un arc de cerc de rază R. Cunoscind modulul de elasticitate D 
şi considerînd deformaţiile elastice, calculați lucrul mecanie necesar, 
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1.8. MECANICA 
me ÎL ILUIDELOR 


Hidroestatiea 


1.8.1. Două butoaie, unul cilindric, celălalt tronconic, de aceeaşi 
înălțime, umplute pină la jumătatea înălţimii cu apă, sint astupate la 
capacul superior prin dopuri identice. Pentru a-le transporta muncitorul 
le-a răsturnat şi atunci la unul din butoaie dopul a sărit. La care? De ce? 

1.8.2. Un vas pluteşte pe un lac de acumulare. Ce se întimplă cu 
nivelul apei din lac dacă de pe vas se aruncă în apă: 1) bușteni de lemn, 
2) bare de metal? 

1.8.3. O sferă de metal pluteşte într-un vas cu mercur. Se toarnă 
apă peste mercur astfel încît să acopere sfera. Se va cuftunda sau se va 
ridica sfera? De ce? 


fig. 187 


a regat 4 

1.8.4. Înta-un pahar cu apă pluteşte o bucată de gheaţă. Peste apă 
se toarnă un strat de ulei. Crește sau scade nivelul uleiului şi al apei după 
topirea gheții? 

1.8.5. Știind că suprafaţa oceanelor reprezintă 2/3 din suprafaţa 
globului şi că adîncimea medie a oceanelor h = 4,0 km, aflaţi cu cit. 
ar creşte presiunea atmosferică dacă toată apa oceanelor. s-ar evapora. 

1.8.6. Un manşon tronconice de masă m este aşezat etanş pe o masă. 
Raza bazei este B. Se toarnă apă în interior pină manşonul se desprinde. 

„acest moment nivelul apei este h. Aflaţi masa apei, 

1.9.7. Într-un vas cu apă, de seeţiune S$ = 100 em?, pluteşte o bucată 
de gheață prinsă printr-un fir de fundul vasului. Tensiunea din fir este 
P — 10,0 N. Aflaţi cu cit se schimbă nivelul apei din vas prin topirea 
gheții. 
1.8.8. O bucată de gheaţă de arie S$ = 150 em? şi grosime constantă 
pluteşte pe apă ieşind deasupra apei cu h=2,0 em. Care este masa gheții? 
(e, = 920 kg/m*) 

1.8.9. Ce greutate trebuie pusă pe un paralelipiped de gheaţă de 
arie S = 1,00 m? şi grosime k = 20 em pentru a-l cufunda complet în 
apă? 
i 1.9.10. Un butoi gol pluteşte pe apă. Pentru a , astupa fisuri din fun- 
dul butoiului se căptușeşte tundul (pe dinăuntru sau pe din afară) eu 
un strat de plastic de grosime d = 30 mm. Din această cauză butoiul se 
scufundă în plus cu h = 18 mm. Aflaţi densitatea plasticului. 

1.8.11. Un corp cintăreşte în aer G = 3,00 N, în apă Ga =—1,80 N 
şi într-un lichid necunoscut 6, = 2,04 N. Care este densitatea lichidului ? 

1.8.12. Într-un vas cu apă pluteşte o bilă de lemn. Se scufundă sau 
se ridici bila dacă vasul urcă cu acceleraţia a? Pentru a cufunda complet 
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în apă se apasă Dila cu o anumită forță P. În ce raport se schimbă această 
forță dacă vasul urcă cu acceleraţia a? 

1.8.13. Un balon cu gaz, de volum V — 600 m5, se află în echilibru 
în aer. Ce cantitate de balast trebuie aruncată peste boră, pentru ca 
balonul să urce cu accelerația a — 0,10 ma/s2? Densitatea aerului e = 
=— 1,29 kg/m*. i 

1.8.14. Un vas cilindric de arie transversală S este umplut cu un 
lichid și închis cu un piston etanş (fără trecări) care are în centru un dop 
de arie s. Forţa de frecare maximă între dop şi piston este /,. Cu ce 
forță minimă trebuie să apăsăm pe dop pentru a-l expulza în lichid? Se 
neglijează torţele, de greutate. 
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1.8.15. Într-un cilindru de rază R este ua lichid de densitate ș. Cu 
cît creşte nivelul lichidului dacă lăsăua să plutească un paralelipiped de 
masă m? | | 

1.3.16. Un corp cilindric suspendat de un dinamometru este introdus 
în lichidul dintr-un pahar cilindric, astfel înciţt nivelul lichidului creşte 
cu Ah = 80 mm. Indieaţia dinamometrului se schimbă cu AP —.0,50 N. 
Aflaţi aria secţiunii vasului. 

1.8.17. În două vase cilindrice comunicante cu aceeaşi secţiune trans- 
versală S = 100 cm? se află Hg. Într-unul din vase se toarnă apă de masă 
m =— 20 kg și se lasă să plutească un corp de masă m, = 7,2 kg. Cu ce 
distanţă h se deplasează nivelul mercurului în celălalt vas? 

1.8.18. O presă hidraulică cu apă are ariile pistoanelor S$, =— 100 em2 
şi $, — 10 cm. Pe pistonul mare se aşează un om cu masă m = 50 kg. 
Cu cit coboară omul? 

1.8.19. În figură pistonul P și cilindrul C sînt în echilibru, putindu-se 
deplasa etanș fără frecări. Se cunosc S, Sg şi e. Cu cit se va cutunda cilin- 
drui 'faţă de poziţia sa iniţială) daeă peste el punem un corp de masă m? 

1.8.20. Într-un pahar cu apă de secțiune S pluteşte un manşon cilin- 
drie de lemn cu secţiunea interioară s. Ținind fix manşonul, se toarnă 
în cavitatea sa cilindrică interioară un strat de ulei de densitate p și gro- 
sime h, apoi se lasă manşonul liber. Cu eit se ridică nivelul apei din pahar 
şi cu cit se sehimbă înălțimea de seufundare a manșonului în apă? 

1.8.21. Pe fundul unui vas cu apă stă un disc de diametru D = 30 cm 
şi grosime h = 5,0 mm (densitatea discului e = 2600 kg/m 5). Pentru a-l 
ridica s-a introdus un tub de diametru d = 10 em strins (etanș) ataşat 
de disc, din care s-a evacuat apa. Pină la ce adincime de la suprafaţa apei 
Ja baza discului se va ridica discul? 

1.9.22. Un areometru este iormat dintr-un balon cu alice continuat 
cu un tub cilindrice subţire de secțiune S$. Masa totală a areometrului 
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m =-3,00 g. Ce înălțime Ah este între două diviziuni consecutive cn Ag = 
= 0,010 g/cm? în vecinătatea diviziunii g = 1,23 g/em3? 

1.9.23, În vase comunicante cu mercur s-a turnat într-unul o coloană 
h, = 30 cm de ulei cu p, = 900 kg/m, iar în celălalt o coloană hp = 20 
cm apă. Aflaţi denivelarea mercurului. 

1.8.24. O sferă omogenă de densitate £ pluteste la suprafaţa de sepa- 
rație dintre două lichide nemiscibile de densități e, a. Ce fracțiune din 
volumul sferei se află în lichidul superior? 

1.8.25. Sub un clopot se atlă bun tu barometric atirnat de un dina- 

mometru și cufundat cu capătul interior într-un vas cu mercur. În clopot 
ge face treptat vid. Arătaţi cum variază torţa arătată de dinamometru 
în funcţie de înălţimea coloanei de mercur din tub. 
+ 18.96. Într-un vas cilindrice vertical de înălţime Ph densitatea lichi- 
dului creşte proporţional cu adineimea la pătrat: gp=a?. La ce adincime 
trebuie așezată o. placă orizontală astfel incit deasupra și dedesubtul 
ei să fie mase esale de lichid? 

1.9.27. Intr-un vas cu un lichid de densitate pp =—.1000 kg/m* se 
sprijină liber cu un capăt pe marginea vasului o tijă subţire, omogenă şi 
uniformă, de lungime ! — 100 cm și desnitate p = 910 kg/m?, celălalt 
capăt fiind cutundat, în lichid. Înălţimea capătului superior al tijei faţă 
de nivelul lichidului este p = 15 cm. Aflaţi: a) lungimea porțiunii de 
tijă cutundată în lichid, b) unghiul format de tijă cu suprafaţa lichidului, 
€) coeficientul de frecare la lunecare dinte tijă si marginea vasului, minim 
necesar pentru ca tija să nu lunece. 

1.8.28. O tijă uniformă si omogenă de masă m =— 4,4 g este așezată 
în echilibru pe marginea unui vas cu apă, avind la un capăt atirnată o 
bilă de aluminiu de volum V = 0,52 cm?, cufundată pe jumătate în apă, 
ca în figură. Aflaţi raportul braţelor b, ba. 
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1.8.29. Densitatea unei soluţii de sare variază cu adincimea după 
legea p = pot Ah, unde pp = 1,00 g/cm?, = 20 mg/emf. În soluţie 
sint cufundate două bile legate între ele printr-un fir, avînd masele Mm = 
= 0,13 g, ma = 0,34 g și volumele V, = 0,10 cm3, V, = 0,20 em. La 
echilibru prima bilă este cutundată pînă la adîncimea h, — 20 em. Aflaţi 
tensiunea din fir şi lungimea firului. 

(**) 1.0.30. Un cub.de volum V și masă m se află în echilibru, complet 
cuiundat într-un lichid a cărui densitate variază cu adîncimea după legea 
P= Pot kh. Aflaţi la ce adincime este centrul cubului. Dar în cazul 
sferei de acelaşi volum şi masă? 

»& 18.31. Un cilindru vertical de rază R = 10 cm este umplut pînă 
la refuz cu un lichid de densitate p — 1000 kg/m8 și închis cu un capac. 
La baza cilindrului în peretele lateral este un dop de masă m = 5,0 g 
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şifde”arie transversală S = 4,0 em?. Pentru a scoate dopul trebuie aplieată 
o forță P = 25 N. La ce turație a cilindrului în jurul axei proprii verticale, 
dopul va sări? 

1.8.2. O bilă de densitate p = 2000 kg/m* lăsată liberă într-un 
lichid de densitate pp = 1000 kg/m? atinge o viteză limită o, =— 10,0 m/s, 
întimpinind o forţă de rezistenţă proporţională cu viteza. Două bile de 
acest fel sînt legate printr-un fir trecut peste un scripete ideal, una din 
bile fiind cutundată în lichidul de mai sus. Aflaţi viteza limită a bilelor. 

1.8.3. Un cilindru cu pereţi subţiri, închis ermetic şi umplut cu gaz, 
pluteşte pe apă. Masa cilindrului cu gaz este m — 20,0 kg, înălțimea 
h = 1,00 m şi aria bazei S = 0,20 m?. În urma fisurării bazei cilindrul 
coboară cu Ah = 10 cm. Aflaţi presiunea iniţială a gazului, dacă presiunea 
atmosferică este pg = 100 kPa. 
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Hidrodinamiea 


1.8.4. Dintr-o ecluză se pompează apă la acelaşi nivel printr-un 
furtun de iune S$ = 10 cm2?. Motorul pompei are puterea P = 0,50 
kW și rapdamentul pompei 4 = 26 %.Cuce viteză iese apa din furtun? 

1.8,/35. Dintr-un furtun de secţiune S$ = 2,0 em: iese apa cu debitul 
Q = 00 L/s şi loveşte orizontal, inelastic, un perete vertical. Ce forță 
se exercită asupra peretelui? 

1.8.36. O pompă pompează apă cu debitul 0 — 1,0 kg/s pină la o 
inălţime h = 5,0 m printr-un furtun de diametru D — 3,0 cm. Care tre- 
buie să fie puterea pompei? Dar dacă nu folosim furtunul ? 

1.8.37. O pompă aruncă apa vertical pină la înălţimea 17. Se atasează 
la pompă o ţeavă verticală de înălţime Hi, de aceeaşi secţiune cu orificiul 
de ieșire al pompei. În ce raport trebuie schimbată puterea pompei pentru 
ca apa să atingă aceeaşi înălțime 77? Dar dacă nu schimbăm debitul 
pompei ? 

* 18.38. Roata unei mori de rază R — 1,00 m, cu palete radiale piane, 
este pusă în mişcare cu un jet de apă de viteză p = 12,56 m/s,ca în figură. 
Pentru ce turație a roții puterea dezvoltată de roată va fi maximă? 

1. + O șalupă cu motor hidroreactiv absoarbe si ejectează apa 
mării cu debitul Q = 0,100 m%/s. Viteza de ejectare taţă de salupă o 
= 10,0 m/s, iar masa şalupei m = 1,00 t. Ce acceleraţie capătă salupa? 
(Se neglijează forţele de rezistență). 

1.9.40. O șalupă se mişcă rectiliniu unitorm, fiind propulsată cu un 
motor hidroreactiv care absoarbe apa printr-un orificiu de intrare si o 
ejectează printr-un orificiu de ieşire. Aflaţi randamentul mecanic al moto- 
rului, ştiind că aria orificiului de ieșire este de n ori mai mică dect aria 
orificiului de intrare. 
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= 1.8.41: Un vas cubic este umplut complet cu un lichid a cărui greu- 
tate-este (. Aflaţi forţa de presiune exercitată de lichid asupra unui perete 
lateral al vasului. Wnde se află punctul de aplicaţie al acestei forţe? 

** 1,0.42, O bucată de gheață de formă prismatică de arie S şi grosime 
H pluteşte pe apă. Ce lueru mecanic trebuie efectuat pentru a cufunda 
complet gheaţa în apă? 

** 10.49. Um vas cilindric de rază PR conţine un lichid de densitate p 
şi se roteşte unitorm cu viteza unghiulară «e în jurul axei sale verticale. 
Aflaţi ecuaţia supraieţei libere a liehidului și presiunea în lichid. 

+ 1.0.44. Un vas prismatie de înălțime /; și secţiune S este plin cu un 
liehid. Pe fundul vasului se află un raic oriticiu de arie S. În cît timp se 
golește o ftaeţiune f din volumul vasului? 

(*) 1.8745. Pe e masă stă an vas umplut cu un lichid de densitate e pină 
în înălțimea h. La ce înălțime trebuie practicat un mic orificiu de arie S 
la peretele lateral astfel incit „„bătaia” jetului de liehid să fie maximă? 
Cit va fi iorţa reactivă asunra vasului în acest caz? | 
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** 1.0.46. Un vas cilindiic este umplut pină la înălțimea H cu un lichid 
de densitate p. De-a lungul unei generatoare se deschide la un moment 
dat o fantă îngustă de lățime b și inălţime de la A, la ha. Aflaţi forţa reac- 
tivă asupra vasului. 

*k 1.0.47. Un tub subţire de secțiune S' şi lungime 1 este rotit într-un 
plan orizontal cu viteza unghiulară e = const în jurul axei verticale 
trecînd prin capătul deschis. În tub se află o coloană de lichid de lungime 
h. La celălalt capăt închis există un mic orificiu de arie S. Calculaţi în 
cît timp se goleste tubul de lichid. | 

** 1.0.49. O minge de rază R pluteşte pe apă asttel încît partea cutundată 
are înălțimea Hi. Calculaţi lucrul mecanic care trebuie eiectuat pentru a 
cufunda mingea : a) pină la mijloc, b) complet, c) pentru a scoate mingea 
din apă, d) lucrul mecanic net necesar de lu atingerea apei pină la cuiun- 
darea completă a mingii. 


1.9. OSCILAȚII 

mame ȘI UNDE 

== Oscilaţii mecanice 

1.9.1. O particulă oscilează armonia cu perioada 7, la t = 0 fiind 
în poziţie de echilibru. În eit timp particula parcurge o traeţiune f (< 1) 


din amplitudine ? 
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1.9.2. Un pendul simplu gravitațional de lungime 1 = 1,00 m este 
deviat cu un unghi « <— 6” apoi lăsat liber. După cît timp unghiul de 
deviaţie se reduce la jumătate? 

„1.9.3. Un corp lunecă fără frecări, o dată pe coarda AP (< R) 
şi a doua oară pe arcul AB al sierei de rază PR. Care este durata mișcării ? 


PB 
A. 199 L17136 fug. 137 


1.9.4. Un ceasornic cu pendul merge exact cînd perioada sa este 
Tg. Cu cit avansează (sau întirzie) el în D = 24 h dacă perioada devine 
T? De exemplu 7 este cu f — 0,01 % mai mare ca 1». 

1.9.5. Care este amplitudinea unghiulară de oscilație a unui pendul 
simplu gravitațional, dacă viteza maximă » — 2,l m/s? Perioada micilor 
oscilaţii ale aceluiaşi pendul este 7 = 1,3 s. 

1.9.6. Un scripete este suspendat pe un fir ideal ca în figură. Aflaţi 
perioada micilor oscilaţii în planul figurii. 

1.9.7. Un corp este suspendat de două fire ca în figură, unde 7, =30 cm, 
l, — 60 cm şi d — 70 cm. Aflaţi perioada micilor oscilaţii. 

19.9. Cărucierul din figură merge jumătate din distanţa L=20 m 
uniform aceelerat, apoi cealaltă jumătate uniform frinat, transportind 
un corp pe firul de lungime 1 = 5,0 m. Aflaţi acceleraţiile posibile ale 
căruciorului pentru care corpul suspendat se va opri la sfirşitul drumului 
o dată cu căruciorul. Se consideră oscilații mici ale corpului suspendat 

? şia 
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1.9.9. Un jgheab semicilindrice de lungime 1 = 10,0 m și rază R= 
— 0,20 m este inclimat sub unghiul a == 45 faţă de orizontală Din vîrtul 
jgheabului, dintr-un punct puţin deplasat faţă de generatoarea inferioară 
a jeheabului, i se dă drumul unui mic corp să lunece fără frecări. De cite 
ori. va intersecta corpul generatoarea inferioară a jgheabului ? 
* 1.9.10. Ailaţi variaţia relativă a perioadei de oscilație a unui pendul 
simplu gravitațional aflat deasupra unui zăcămint de forma unei sfere 
de rază r == 1,00 km, de densitate p=npo, n = 30, po — densitatea 
medie a Pămintului, cu centrul la adincimea h — 1,20 kni. Raza Pămin- 
tului De — 6400 km. 

1.9.11. Două bile mici identice sint suspendate de fire paralele egale, 
astfel încit bilele se ating. Bila din stinga este deviată spre stinga cu un 
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unghi mic (< 6”), iar bila din dreapta este deviată spre dreapta cu un 
unghi de două ori mai mic, şi apoi lăsate liber simultan. După un timp 
7 = 0,30 s bilele se ciocnesc perfect elastic. După cit timp de la ciocnire 
bila din dreapta va devia cu un unghi egal cu cel iniţial? 

1.9.12. O bilă suspendată de un resort vertical se află în echilibru, 
alungind resortul cu A! = 4,0 em. Aflaţi perioada oscilaţiilor verticale 
ale acestei bile pe resort. 

1.9.13. O bilă suspendată de un resort oscilează cu frecvenţa v = 2,0 
Hz. Aflaţi alungirea statică a resortului (la echilibru). 

1.9.14. Un resort de constantă elastică k = 49 N/m si lungime nede- 
formată 1 — 0,40 m este aşezat vertical pe o masă. De la înălțimea h = 
2,80 m deasupra mesei cade liber o bilă de masă m = 1,00 kg peste resort. 
Aflaţi viteza maximă a bilei. 

1.9.15. Un corp este suspendat de un fir elastic. Dacă tragem de 
corp vertical în jos cu o forţă care creşte lent, atunci la valoarea P, = 200 N 
firul se rupe. Ce forţă constantă minimă F, trebuie aplicată brusc pentru 
ca firul să se rupă? 

1.9.16. O tijă de masă neglijabilă şi de lungime £ = 1,00 m este 
fixată cu un capăt într-o articulaţie ideală, iar celălalt capăt se sprijină 
pe un resort de constantă 4; = 100 N/m, ca în figură. Aflaţi perioada 
micilor oscilaţii ale corpului punctiform m = 1,00 kg de pe tijă, aflat 
la distanţa 1 = 0,50 m de articulaţie. 

1.9.17. Un corp de masă m = 50 g este suspendat de un resort ideal 
vertical nedetormat și lăsat liber fără viteză iniţială. În ce raport se schimbă, 
perioada și amplitudinea oscilaţiilor, dacă în una din poziţiile extreme 
(superior, inferior) de corp se lipeşte un corp de masă m' = 100 g aflat, 
iniţial în repaus? 

1.9.18. Talerul de masă m, = 0,100 kg atirnat de un resort oscilează 
vertical cu amplitudinea A = 9,8 cm. Cind talerul se găsea în poziţia, 
extremă inferioară pe el se pune fără şoc un corp de masă ma = 0,400 kg, 
astfel încit oscilaţiile dispar. Aflaţi perioada oscilaţiilor iniţiale. | 

1.9.19. Un resort de constantă elastică k& are capătul superior fixat 
iar la capătul inferior prinsă o bilă de masă m. 'Ținem iniţial resortul detor- 
mat cu zg (alungit > 0 sau comprimat 2, < 0), apoi îi dăm drumul să 
oscileze. Aflaţi : amplitudinea oscilaţiilor, deformaţiile extreme în timpul 
oscilaţiilor şi căldura degajată după stingerea oscilaţiilor, 

1.9.20. Un corp de masă M = 1,00 kg este în echilibru, fiind atîrnat 
de un resort. Se asează uşor peste acest corp un alt corp de masă m = 0,50 
kg. Aflaţi forţa de apăsare maximă și cea minimă dintre corpuri în timpul 
oscilaţiilor sistemului. Atiaţi de asemenea aceste apăsări în cazul cînd 
corpul M este în echilibru fiind așezat peste resortul vertical, 

1.9.21. De un resort vertical a fost suspendat un corp de masă m, = 
— 100 g și lăsat liber. După amortizarea oscilaţiilor s-a măsurat căldura 
degajată (7, = 50 m]. Ce căldură se va degaja dacă înlocuim corpul cu 
unul de masă ma == 200 g? 

1.9.22. În sistemul din figură, aflat în echilibru cu me = 100 g, k = 
= 10 :N/m, la un moment dat se taie firul dintre corpurile m, Şi ma. Care 
va, fi amplitudinea oscilaţiilor? Cită căldură se degajă după stingerea 
completă a oscilaţiilor? 
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1.9.23. În sistemul din figură corpul ma = 1,00 kg se asează uşor 
peste talerul de masă m, suspendat de un resort cu 1 = 100 N/m. Care 
va îi amplitudinea oscilaţiilor? Cită căldură se degajă după stingerea 
completă a oscilaţiilor? 


/17.1923 


1.9.24. Un resort de constantă elastică f = 10 Nm are capătul supe- 
rior fixat, iar la capătul inferior prins un corp de masă m = 50 g. 'Ținem 
inițial resortul vertical deformat cu: Vo = x 10 em (alungit, respectiv 
comprimat), apoi îi dăm drumul să oscileze pe verticală (9 =— 10 m/s2). 
a) Allaţi amplitudinea oscilaţiilor. b) La un moment dat cind corpul trece 
printr-una din poziţiile extreme, inferioară respectiv superioară, de corp 
se lipeste un alt corp de masă m” = 50 g avînd iniţial o viteză verticală 
dp = 50 m/s. Aflaţi noua amplitudine a oscilaţiilor. c) Calculaţi căldura 
disipată prin stingerea oscilaţiilor în cazul b). 

1.9.25. Peste un resort vertical de constantă elastică ki — 10,0 N/m 
este fixat un taler de masă M = 100 g peste care se aşează o bilă de masă 
m = DV g. Din poziţia de echilibru împingem talerul cu bila în jos cu 9 = 
= 20 em și îi dăm drumul. Aflaţi înălțimea la care urcă bila faţă de pozi- 
ţia iniţială de echilibru și amplitudinea oscilaţiilor platanului după des- 
prinderea bilei. 

19.26. De tavan este suspendat printr-un resort de constantă k — 
= 100 N/m un corp de masă m = 0,50 kg așezat pe un suport. Iniţial 
resortul nu este deformat, după care suportul începe să coboare cu acce- 
leraţia a — 4;9 wm/s?, Aflaţi timpul după care corpul se desprinde de suport, 
alungirea maximă a resortului și amplitudinea oscilaţiilor. 

1.9.27. Un corp cu masa m = 0,50 kg, fixat de două resorturi iden- 
tice, fiecare de constantă elastică Li = 15 N !m, ca în figură, etectuează 
oscilaţii pe o masă orizontală cu coeticientul de frecare la lunecare u. 
Știind două deviații consecutive de la poziţia de echilibru, de o parte 
și de alta, s, = 10,0 cm, se = 7,0 cm, aflaţi coeficientul yu. 

1.9.2. Iniţial sistemul din figură are resorturile nedeformate, hi, = 
= 150 N/m, he = 250 N/m, apoi bruse întindem resortul 2 cu o distanţă 
d = 40 mm. Aflaţi amplitudinea oscilaţiilor şi viteza maximă a corpului 


fig.1328 
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1.9.29. Două sisteme identice se mişcă ca în figură pe un plan ori- 
zontal fără frecare și se ciocnesc perfect elastic, m = 2,00 kg, l = 100 N/m, 
Vp = 1,00 m/s, L = 2,00 m. După cit timp revin în poziţia iniţială? 


i £7,1329 
1.9.30. In sistemul din figură barele de lungime 7 — 0,15 m au masă 
neglijabilă, articulațiile sint ideale, iar resortul ideal este iniţial nedefor- 
mat şi unghiul a — 60”. Legăm de punctul interior un corp şi îl lăsăm liber 
să oscileze. Știind că după stingerea oscilaţiilor unghiul 8 = 120, aflaţi 
care a fost amplitudinea oscilaţiilor și perioada lor. 


"4 4 
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1.9.31. Pe o masă orizontală este legată de un resort orizontal de 
constantă k = 98 N/m (avînd celălalt capăt fix) o bilă de masă m = 
— 0,200 kg, avind coeficientul de frecare cu masa u, = 0,10. Resortul 
cu bila este întins cu o distanță A — 8,9 cm (< lungimea resortului nede- 
format) şi lăsat liber. Aflaţi lungimea totală parcursă de bilă pină la oprire 
şi timpul total respectiv. 

1.9.32. O sanie de lungime 1 = 2,00 m, lunecind cu viteza |o| = 
— 1,00 m/s pe gheaţă netedă fără frecare, intră pe astalt unde coeficientul 
de frecare este u — 0,20 şi se opreşte parcurgind nu mai mult de jumătate 
din lungimea sa. a) Aflaţi distanța parcursă s, și timpul 4, pină la oprire. 
b) Se imprimă acum saniei aceeași viteză î,. Aflaţi distanţa parcursă sp 
şi timpul t, pină la oprire (g = 10 m/s?) 

s 1.9.33. Un paralelipiped de lungime / = 49 em lunecă cu viteza wo 
pe porţiunea netedă (fără frecări) a unui plan orizontal după care intră 
pe o porţiune rugoasă cu coeficientul de îrecare la lunecare pu, = 0,20 și 
se opreşte intrind doar o fracțiune f = 0,50 din lungimea sa în această 
porţiune. Aflaţi timpul de frinare și viteza iniţială. TR 

1.9.34. Un paralelipiped de lungime | = 49 cm lunecă cu viteza v = 
= 1,96 m/s pe porţiunea netedă (fără irecări) a umui plan orizontal după 
care intră pe o porţiune rugoasă cu coeficientul de trecare la lunecare 
u = 0,20. Aflaţi timpul pină la oprire. 

1.9.35. Un corp poriește fără viteză iniţială din virful unui plan încli- 
nat de unghi a = 10”, eoefieientul de frecare crescind după legea u = 
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ba, unde b — 0,30 m. Corpul se opreşte înainte de a ajunge la baza 
planului. Aflaţi timpul de miscare și distanţa parcursă. 

1.9.36. O scîndură omogenă și uniformă de masă m = 10,0 ka este 
așezată simetric pe două tambururi, distanţa dintre axele acestora fiind 
1 =— 0,93 m. Unul din tambururi este neted fără trecări, iar celălalt este 
rugos cu coeficientul de frecare u, = 0,45. Scindura este legată printr-un 
resort orizontal nedetormat de constantă 4 — 205 N/m de un perete, 
Se pune în rotaţie rapidă tamburul rugos. Aflaţi frecvența unghiulară a 
micilor oscilaţii orizontale ale scindurii. 

1.9.37. O bilă suspendată de un resort execută oscilaţii verticale cu 
perioada T = 0,90 s. Cit devine perioada dacă dedesubt se aşează la 
distanţa zp = A/2 de poziţia de echilibru un perete orizontal de care se 
va ciocni periodic perfect elastice bila? 

1.9.38. O bilă perfect elastică, suspendată de un resort, efectuează 
oscilaţii armonice de amplitudine A. La ce distanţă de poziţia de echilibru 
trebuie pus un perete perfect elastic pentru ca perioada oscilaţiilor să se 
„reducă cu o tracţiune f? Aplicaţie f = 1/3. 

1.9.39. Asupra corpului de masă m = 10,0 kg din figură, aflat ini- 
ţial în echilibru, acţionează la un moment dat o forţă constantă /. Cons- 
tanta elastică a resertului k = 4,0 kN/m. Cit timp = trebuie să acţioneze 
această forță pentru ca după încetarea ei corpul să rămină din nou în 
repaus? Frecările sint neglijabile. 
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1.9.40. Într-o ţeavă de masă M = 200 e aşezată pe un plan orizon- 
tal fără frecări se află un resort de constantă k = 220 N/m fixat cu un 
capăt de ţeavă, iar cu celălalt sprijinit de o bilă de masă m = 20 g. Cem- 
primăm resortul cu bila cu 2, = 5,0 cm şi îi dăm drumul. Aflaţi viteza, 
relativă a bilei față de țeavă şi timpul în care se produce accelerarea 
bilei. 

1,9.41. Pe talerul de masă neglijabilă, atirnat de un resort de cons- 
tantă elastică k — 78,4 N/m, cade de la înălțimea k = 0,50 m un corp 
de masă m = 1,00 kg şi rămine pe taler (ciocnire plastică). Aflaţi ampli- 
tudinea oscilaţiilor. . 

1.942. Căruciorul din figură, de masă M = 640 g, efectuează osci- 
laţii. În momentul cînd trece prin poziţia de echilibru în el cade un corp 
de masă m = 360 g (ciocnire plastică). Aflaţi în ce raport se schimbă 
amplitudinea oscilaţiilor. 


| zeta “apa 


85 


1.9.43. Pe o masă orizontală netedă, fără frecări, este așezat un 
corp de masă M = 1,00 kg oi SE două resorturi identice de constantă 
elastică k = 30 N/m fiecare. leasupra corpului M se aşează un alt corp 
de masă m = 0,50 kg cu coattiientii de frecare u = 0 „40 faţă de primul. 
Aflaţi amplitudinea oscilaţiilor pentru care ormiul m începe să lunce peste 
corpul M. 

1.9.44. Un corp de masă m =— 1,00 kg este asezat pe talerul de masă 
M = 0,50 kg al unui resort ca în figură. Cu ce forță trebuie apăsat corpul 
m pentru ca după încetarea apăsării el să se desprindă de taler ? 


fig. 1.3.4 


1.9.45. Două bile de mase m, = 200 g, m, — 300 g pot oscila fără 
frecare pe o tijă orizontală sub acţiunea resorturilor din “figară, Tija este 
fixată pe un suport de masă M = 1,00 kg. Iniţial bilele sint legate între 

ele printr-un fir în care tensiunea 


_—” 2 T = 3,40 N. Ce coeficient de frecare 
pe sea A minim este necesar între suport și 
„e planul orizontal pentru ca suportul 

i să nu lunece în timpul oscilaţiilor, 

) după ce se arde firul de legătură? 

mii 1.9.46. În sistemul din figură 

| i scripetele este un dise omogen de 


| masă M =— 0,40 kg. Se cunosc de ase- 
menea k — 100 Nm şi m = 0,80 kg. 


ZE Aflaţi perioada micilur oscilaţii ale 
sistemului. 
1.9.47. În sistemul din figură 
[iu "+7 seripetele are masa m = 400 g, dar 
dimensiuni neglijabile și trecări în lagăr neglijabile, M = 900 g, k = 
= 100 N/m. Aflaţi perioada, oscilaţiilor. 
1.9.48. Pe o platformă orizontală care vibrează oblice sub unghiul 
a = 45 faţă de vertieală, cu frecvenţa v = 10 Hz, este aşezat un corp 
paralelipipedic cu coeficientul de frecare cu platforma u = 0,50. Pentru 
ce valoare a amplitudinii oscilaţiilor corpul începe să lunece respectiv 
să salte pe platformă? 
xx 1.9.,49. 0 bilă de masă m este suspendată de un resort (ideal) de lun- 
gime nedeformată l, si constantă k. Capătul superior al resortului exe- 
cută oscilaţii verticale de amplitudine A și frecvenţă unghiulară O. Dedu- | 
ceţi ecuaţia oscilaţiilor bilei în regim permanent. 
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„= 1.9.30. O halteră de lungime 1 = 1,05 m este aşezată transversal 
pe un semicilindru orizontal fix de rază R = 0,45 m. Aflaţi perioada 
„micilor oscilaţii ale halterei, considerind că haltera nu lunecă. 

4,5 at 
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+ 1.9.51. Un cerc de butoi de rază r = 50 cm oscilează (fără lunecare) 
în plan vertical pe suprafaţa interioară a unui cilindru orizontal de rază 
R = 94,1 em. Aflaţi perioada micilor oscilaţii. 

* 1.9.52. Un cerc de butui de rază R = 94,1 cm este aşezat transversal 
pe un cilindru orizontal de rază r = 50 cm. Aflaţi perioada micilor oscilaţii 
ale cercului în planul său vertical, considerind îrecarea suficient de mare 
ca cercul să nu lunece. 


-.. 
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+ 1.9.5). Aflaţi perioada oscilaţiilor unui lichid de densitate p = 800 
kg/m* şi masă m = 0,800 kg aflat într-un tub vertical de forma literei 
U cu secţiunile ramurilor $, = 4,0 cm:, 8; = 6,0 ecm2. 
| 1.9.54. Evaluaţi dimensiunile neunitormităţilor de-a lungul unui 
şanţ de înregistrare a sunetului pe un dise microsion (n = 33 rot/min). 

1.9.55. O bară omogenă şi unitormă, pluteşte cutindată vertical, 
aproape complet, într-un lichid. Cutundind-o toarte puţin și lăsind-o 
liberă, bara oscilează vertical cu perioada 7 =—2,0 s. Aflaţi lungimea barei. 


.—. Unde elastice 


1.9.56. Distanţa dintre „dealurile” valurilor pe apă este 2 = 5,0 m. 
O barcă înaintind spre valuri este izbită de valuri cu frecvenţa v, = 4,0 si, 
iar fugind din faţa valurilor — cu frecvenţa va = 2,0 s-2. Aflaţi viteza 
valurilor şi a b ărcii. & 

1.9.57. Cum variază faza mișcării oscilatorii armonice a particulelor 
mediului de-a lungul unei unde staţionare? 
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1.9.58. Un avion cu reacţie zboară cu viteza constantă p=— 500 m/s 
la altitudinea h = 6,8 km. Care este forma frontului undei de şoc produsă 
de avion? La ce distanţă de o casă se află avionul în momentul cînd gea- 
murile casei încep să vibreze? Viteza sunetului în aer o = 340 ms. 

1.9.59. Calculaţi indicele de refracție a sunetului la suprafaj a de sepa- 
rație aer-sticlă, al rai densitatea sticlei p — 2600 kga/m?, modulul 
de elasticitate E — - 1010 N/m2 și viteza sunet ului în aer ce — 340 m/s. 

=a 1.9.60. Oalcnlaţi ARE eh medie (în timp) de energie cinetică, poten- 
ţială și totală într-o undă staţionară longitudinală a cărei ecuaţie este 
u(z,t) = A cos (ka —- 8) cos (ot + a), unde k — we == 2z/A este numărul 
de undă, p — densitatea materialului. 

1.9.61. Frecvența sunetului emis de o coardă întinsă cu forţa F, — 
= 160 N diferă de frecvența unui diapazon cu Av — 20 Iz. Întinsă fiind 
cu forţa Pe = 250 N, coarda vibrează la unison (în rezonanţă) cu diapa- 
zonul. Aflaţi frecvenţa, diapazonului. 

1.9.62. Frecvența emisă de e eoardă diferă de frecvenţa unui dia- 
pazon cu Av — 10 Hz. Dacă se scurtează coarda cu o fracțiune f — 0,010 
din lungimea ei, ea intră în rezonanţă cu diapazonul. Aflaţi frecvenţa 
diapazonului. 

1.9.62. Un tub sonor închis emite tonul fundamental de frecvenţă 
v = 250 Hz. Cunoscind viteza sunetului în aer c — 340 m/s, aflaţi lun- 
gimea tubului și frecvenţa tonului fundamental emis de acelaşi tub dacă 
îl deschidem. 

1.9.64. Două tuburi sonore, unul închis și altul deschis, au aceeaşi 
lungime. Tubul deschis are frecvenţa fundamentală v — 440 Hz. Calcu- 
laţi frecvenţa armonicii a 3-a a eelor două tuburi. 

1.9.65. Cite surse sonore identice trebuie reunite pentru ca nivelul 
sonor să crească cu AL = 20 dB faţă de nivelul dat de o singură sursă? 

ax 19.66. O particulă oscilează sinusoidal: a = Acos(ot-l oa). Fie 
dP(z) = p(z)dz probabilitatea de a găsi particula pe intervalul (z, 2 + da). 
Calculaţi densitatea de probabilitate p(). 

* 1.9.67. Ecuațiile mișcării unei particule sînt : 2 =—A cosot, y = Bsinuwt. 
Aflaţi ecuaţia traiectoriei și legea forţei. 

xx 1.9.60. Un corp de masă m este suspendat în repaus de un resort 
de constantă elastică k în cabina unui lift. La un moment dat (t = 0) 
liftul pornește în sus ca acceleraţia a = Bl, B = const > 0. Aflaţi legea 
mișcării corpului faţă de lift. 

xx 1.9.69. Un corp de masă m este suspendat în repaus de un resort 
de constantă elastică ki. La um moment dat (t = 0) începe să acţioneze 
o forță constantă P care durează un timp =. Aflaţi amplitudinea oscila- 
țiilor după încetarea acţiunii forţei. 

x* ].9.70. Un corp de masă m, aşezat pe o masă orizontală fără frecări, 
este legat printr-un resort de masă m' şi constantă elastică k de un perete. 
Aflaţi frecvenţa oscilaţiilor corpului (se consideră că toate punctele resor- 
tului oscilează în fază) (model de resort real). 

xx 1.9.71. O particulă de masă m supusă la o forţă de tip elastic —hkae 
(de exemplu, suspendată de un resort) oscilează liber intr-un mediu îluid 
unde acţionează o lorţă de treeare —rf. Studiaţi mişcarea particulei. 

xx 19.72, O particulă oseilează sub acţiunea unei forţe de tip elastic 
— ke intr-un mediu viscos în care intimpină o forţă de frecare —r?. Pentru 
a obține oscilaţii întreţinute (neumorvizate) se aplită particulei o forţă, 
sinusoidală f = PF cost. Studiaţi mişcarea rezultantă a particulei. 
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== Vol. 1,- MECANICĂ === 


Răspunsuri și rezolvări 


1.1. Principiile mecanieii 


1.1.1. 7, = 2mimoq: (m km) =9AN. 
1.1.2. 7 = Pma(m + ma) = 1,0 EN. 
1.1.3. PF = (m, + ma(a — 9) = 4,00 N, T = mj(a—g9) = 1,00 N. 
1.1.4. 1 = Fim + (1 —f)moi: (ma F Ma + mo). 
- 1 - 
1,1.5, e în PL: “DR Ma) q == 9,83 DI 
£ LE DA 
d. 
|! 
F 
39 KE F 
“a 
(Tip 
3 fig li7R 
[7.1158 


1.1.6. li —— V—q7 = 9,0 L. 
i ră N - Ma — (P, —F) pe (P —Fo) == 1/2. 
1.1. 


; fi js > n . 
8. T1,= e m(g/cosa — a/sina) = — 8,63 < 0, deci 7, = 0, Ta> 
= m Va: + g: = 28 i 
Z 


d, IE 
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pe 


T, 
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Îi, 
î, 
1. 
1. 
1. 


1.1.9. d = 9 sin” (a/2) =— 4,9 mM,/S2. 


1.1.10. N = m(a+ gg) cosa =2,0N, 

m(a + sina = 12 N. 

1.1.11. T = mame g cos?a: (m, 4 ma sin2z) = 147 N, 
1.12. «, = Puma, + 1 /ma)t. 

1.13. 1, = mg Am : (im —+ Am) = 36 N. 

1.14. ma = mM: (M-— —2m,) = 125 g. 

1.15. a = g(2M-—m)/m = 19,6 m/s2. 

1.16. a, = 29 (2m, — mal: (4m, + Ma) = 2,45 m|/s2, 
3mamog : (dm + mo) = 110 N. 

1.1.17. 3myma—4mams — e bă == 

1.1.19. a, = 2g(2m, + ma): (4m, + mo) = 11,6 m/s2. 


1.1.19. a) a, = î. (6, + a.), b)a, =39,9' =:59, T=0. 
1.1.20. T = dn aia. [4mama —- ms(m + ma) = 9,8 N. 


% My 
1.1.21. a' = gsin ——A— —2,9m/s?, unde sin z=a(m, + ma) :(m29). 


2 ma — m 
1.1:2%, CA = atga : (1—a,/9) = 3,66 m/s. 


1.2. Cinematiea şi dinamica punetului material 
Mişearea rectilinie uniilormă 


1.2.1]. to — «Vă = 21 m/s. 


1,22; iga == A . (7, -- 02), % — 28%4', 
= 15 s sau 308, ra la : (0, + 02) = 22,5 s sau 45 8. 
(o) 1.2.4 Din asemănarea triunghiurilor avem 


DE __ Va — VoSina, (1) 
AB Vo COS 
de unde ee Ă ot SEE ee to), (2) 
V9 COS 


Distanţa z este funcţie de unghiul « şi are extreme acolo unde deri- 
vata sa se anulează: 


(a) = fa p = d[i) _ 
0 Cosa 


AB —vp Cosacosa — (94 — Vosina)(—sin a) 
NON DEN IRI: RIN di cca (3) 
%9 COS? 
__ AB —v9 + Casina 
e ee e d 
To COS" x 
care se anulează pentru 


—09 + oasina = 0, sin a = 90 = 1]2, a = 30. (4) 


Problema se poate rezolva şi elementar, fără derivate, dacă facem desenul 
ca în figura b și observăm că se obţine z minim atunci cînd direcţia vitezei 
rezultante î = Po + 2 este tangentă la semicercul din figură care este 
loc geometric al "Arturilor vitezei rezultante. 
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Pd 


Al V=Wwcas 
Vi 


La 
a fig. 1258 p2) 


. tga, — ntgaz igutg aa 


1.2.0. Uz = — 10 km/h, Uy posi r(n a 1) 
tga, — tgas | tga, — îga» 
= 17,3 km/h, + = u = 10 km/h. 


Fiz.128R 


1.2.7. î = (Velo — 80): (0a—t) = 3,0 h, d=—"*--150 km și t* 
= solu — 1,2 h, Ş* == So = 60 km. i i 


q 


i 
Fa 


fig, 127R 


1.2.9. T = A (e — 21) — 45 Min. 


1.2.9. le — Vii, (3) = s$: lo — 5,0 mas. 


Ag. 1238 


1.2.10. d = (73 — 417): (47, — 17) = 3,15km, 


= seic TEI = dusă a. 


1.2.11. sin(a — f) > 2 cosa — 0,86, Be(—45, 150), tin = Tucosa = 
= 2,6 mls cînd B = a — 00 2 — 13, 
1.2.12. da = (4, + d2) (e. + ra): (0: — 02) = 400 m. 
a, 
Miz ati 
BA 
| 
Initial Final 


| pa) 
Lai: 4 3 
? d c2 Fig.12.12R 


1.2.13. î == 4-1 (o —m:(p4+u) dacă u < o (ordinea se păstrează) 
resp. dacă u > e (ordinea se inversează). 


1.2.14.d' = [d(o' + u) —l(o—r pi 
(o + u) = 131 m, d = l(0—v) mă a ui Îi 


(9 + au) — 1,14 m, tm == le -- du) 


(d+ 1) <0, deci fiu == 0 de sl Ea si 
+ u) + I(e—r)]: (e +) = 330 m. 77.12.48 d 
1.2.15. d = T(e — 9): Cc) = 4,0 "Eme 
(c-v)t, di 
es, 
a Va 
(orv)t | V, a Pa | = EI 
( /k2 | 77 E LA A 
fig. 12.%R Fig 1.2.%R 


10l0 La dă Fe): (e re - 73) — 0,88 s resp. Il s. 
12.17; [se < Iei La Ala 4li, Inca so 0,25 Ss. 
c e 


f4p.12778 
A4p.124R 
(=) 1.2.18. Alegem momentul iniţial t = 0 cînd primul camion trecea 
prin intersecţie y,p = 0, atunci celălalt camion eră la distanța ya. La 
momentul i distanţa dintre camioane devine: 
d = (00)? + (20 + Pa)? = î(0). (1) 
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Condiţia de extrem este anularea derivatei : 


P'(î) = 0: sau 2024 + 2(y29 + vat)v> = 0, (2) 

de unde i = (—Vya00a) : (02 + 22). (3) 
Natura, extremului se obţine din semnul derivatei a doua: 

(0) = 202 + 202 > 0, (4) 


deci avem un minim. 
Rezultatul (3) se poate obţine şi fără derivate. În adevăr, | 
d: = (0 + 03)? + 2yaovat A+ Dao 0) 
această funcţie pătratică se reprezintă printr-o parabolă care are un mi- 
nim (a = 9 + v3 > 0) pentru 
= [= — aa (3) 
2a 2(0i + 02) 
Pentru acest moment : 


Ss, = ut = (—Vzobuda) : (vi -+- 13), (5) 
de unde ao = — Suta + 05): (002) Şi t= si (6) 
şi deci S$> = Vot dat = — Situ]va = — 6,0 km. (7) 


12.19. t=d: Vo —u=u s. 


N 
N Ag7202 fig. 122208 


1.2.20. î = eR/o +(D—R sin a):u = 212,3 s, unde cosa = u|», 
a == 75,5” = 1,318 rad. 


Mişearea rectilinie uniform variată 
1,221. Va. tip, 


i8. 1,2,21R 
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1.2.22. Va. fig. 


/ig.1222R 
Lă 


1.2.2. Va. fig. 4, — Sf gli ete 


(+) 12.24, a) Pentru fe i i 


1 E d: : 
D= vol == (a/D)t?, La = pe (vo2/ D)t”. (1) 


fig. 12.23R 


Condiţia de extrem pentru | 
3 = Da — La = î0) (2) 
este anularea derivatei : 
î"(î) = va — (bol Dht—(vo2/D)t = 0, de unde tu = Ttu:(tu + bo2) (3) 
pi | 


î. 3 
(24 — Cada = a Ten : (Po F Po2). (4) 
Natura extremului este dată de semnul derivatei a doua: 
î"() = — vo] P — vo] PT <0, (5) 


deci avem un maxim. 
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tezultatul (3) se obţine și fără derivate, observind că funcţia (2) este 
pătratică și se reprezintă, deci printr-o parabolă, care are un mazim 


1 1 
(a = —"gtull — 3 oz] < 0) pentru 
= | - A 2 apatic i ai 
2a 9. | __ A A a 1 T 
2 ( tal a doelT 
] - 
b) i 1. cadea tou, Cam E sa to2 < im: (6) 


Pentru t>T: 
] i 
TI = Tim + 9 (co! TTX ca, în 


_. 


(7) 
1 A 
Ta = am + toa(t—T) — 2 (vo2/ T)(t — 7). 
Condiţia de extrem pentru 
3 = ai — aa = st) (8) 
este anularea derivatei: 
S"(î) = (2o/ DOL — 7) — oz + (Po2/ TXL — 7) = = 0, (9) 
de unde 
ba — îi -- Voab = (7o —- 03) (10) 
şi 
l R îi | 
(21 — Donin = pei T(tu — 2002) : (vo F To2): (11) 
Natura extremului este dată de semnul derivatei a doua: 
s"(%) = Pa /P + voal T > 0, | (12) 


deci avem un minim. | 
hezultatul (10) se poate obţine şi fără derivate, observind că s(t) 
(8) este o funcţie pătratică și se reprezintă printr-o parabolă care are un 


(E 1 i 
minim (« = = ul + 2 902] ÎL > 0) pentru 


2 
i Îi Îi e i e A a al (10) 
9 1 1 si ale ” 
aia 2 2 dul T + 3 to/7) Cor i” toz 
Dacă », < 2 vo mobilele se vor încrucișa (3 = 0) şi deci (17 — To = 0. 


1.223. v = 9/2 = 10 mp. 
12.26. T=i(2+V2)=6,8s. 


13.21; 5/2 — Sm — 300 MN. 


1.2.28. ta = tm(1 —1W2=41 m. 
1.2.29. (o) = 02 = 50 m. 
1.2.30. Co): Co =1+ 2. 
1.2.31. op = 2Vsd: (2 — tb) —=15 m/s. 
12.592. a, = 28: (4) = 010 m/s?. 
1.2.9. az = mb 244, + d,)2 : (724, 2) = 0,033 m/s? resp. — 0,050m/s?, 
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1.2.34, d = x'(02 + 0'2)t (03 — v'2) = 26,0 m, (o) =(00+0)i2= 
= 2,25 m/s, (lo) =d/t'=6,5 mf. 


1.2.35. ot = volt — 7) + Cai — 7)2 de unde î, = 12 s pentru prima 


întîlnire, î, = câ: (—2av') = 33 s pentru a doua întilnire. 


Z///4 TI 
fig 12508 fig. 12478 


0 1.2.36. Timpul total de mişcare: t = 1/vp + la] = ft) (1) 
este funcţie de o. Condiţia de extremum pentru : este anularea derivatei i 


(09) = — 13 + 1llal = 0 (2) 
de unde; i că. 
oo = Vila] =20 m/s. . (3) 
Natura extremului este dată de semnul derivatei a doua 
(09) = + 2 > 0, (4) 


deci avem un minim. 

Problema se poate rezolva, elementar fără. derivate deoarece pro- 
dusul celor doi termeni din expresia timpului t ste constant, suma lor 
este minimă cînd ei sînt egali: 


llvo = vo]la| etc. (5) 

1.2.37. a) o = 2] = 80 m/s, b) a = 248 = 0,80 mi/s2, as = 

—22 + e 2) = —1,6 majs?, e) î = (1 + al) = 155,6) (oh =uli = 
4,0 


1.2.39. iei [9-2 (sin a, + sin - sina, + 2h] a. 
(972 (sina, + sin aa) sin xp — 2h] = 3,0. 

1.2 îi] 40, %9 —— o. 2 (1—/4) == 40 ms. 

1.2.41. prag! e piu km 
= 4,2 lemn. 


m LA 
12.43. a = | 
e “i LE Ta ara 


— 
== 
— 
= 


o. = — 1,09 m/s2, 


Mişcarea sub acțiunea greutății 
12.44 a) 503: (29) = 12,5 m, b) 303: (29) =7,5 m. 
1.2 45. o = aij1 + g/a = 42,4 M/S. 4 
12.46. h = (Ve? : (29) +et —c: (29)! = 392 m 
12.47. h = = gti/(g7) + PR = 30,6 m. 


3 i 6 73 97 


1.2.48. f! i AI e Dă iei etic 
1.9.,49. a Ei apa 

1.2.50. s, = (25 — 19)h:n2=1,3,5, :::,19m. 
125 i VE Fag 10 a. 

1.2.52, h = (h' + d)2: (40) = 225 m, 
12.53. H = h.+ 0 2h[9 = 109 m. 


1.2.%. T sii, Vi — f = 2,4 m. 
9 


ca 


12,55. o = = g3(2V2h]g—) : Zig =) = 141 ms. 
1.2.56. 2v0/9 — 200219 < 7 < 20u19, 20 8 <a <640s. 


A7.125R 
1.2.57, Cat - gt? — da i —"T AL 90219; de unde_vo3 — 6,95 M/S. 
9 


1.2.58. t = <[n + Van] = 90 s. 
(*) 1.2.59. Din condiţia de intilnire : 


do — = gt? = voa(t — 7) — = g(i — 7 (1) 
rezultă . 1 = (972/2 + 0927) . (97 — On + 02) = (7), (2) 


| fig. P237P „o LIpu1259R 
Condiţia de minim pentru t este anularea derivatei : 
(a) = (97 + Vo2)(97 — Dos st %o2) — (9722 A+ voaT)g _ 
(97 — Po + 002)? 
. 92722 — (Dos — 902097 — Voa(001 — Vo) _ d 
(97 — Vo + Ve)? 
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care dă rădăcinile. : 
A $ pc E TU 
i aa Pi [vo — Vo2 fi o, — va]. (4) 
Dacă 20 > Vo avem o soluţie reală pozitivă, deci esistă un minim + 


£ 1 DT 
Li Ata — Va + Voâu — 02), bei = Fi (Vo + Vo — 02) 
Pai î (5) 
| Şi ha = 29 Vo 
adică atunci cînd al doilea corp se află la înălțimea sa maximă. Acest 
lucru se vede direct, fără nici un calcul din figură. 
12.60. R = (03 —- g272)9P2 . (909) — 21,1 m, . 
1.2.61. v = rg[(2h) = 25 m/s. 


Ap. 1200p ATA 
() 1.2.62. o = Vo ZEgh, h = = gt, b= ot, (1) 
de unde 
b = oV2hlg = V(vă — 2gh)2h][g. (2) 
Transeriind pe b sub forma 
d = VC 27 29, (3) 
9 


se vede imediat că sub radical suma celor doi factori variabili este cons- 
tamtă, deci mazimul produsului lor are loc cînd ei sint egali: 

vi — 2gh = 2gh, hm = 9 : (49) = 3,6 m, bax = 2hm = 0](29)=12m. (4) 
Desigur putem folosi calculul diferenţial. Bătaia b este funcţie de 7. 
Condiţia de extremum este anularea derivatei: 


b(8) = Vă - Vo = 2g32, b'(h) = || 2. —%0 = 49% 


Cu aie ei a st 5 
9 2Voh —2gh (6) 


de unde h„ iu etc. 
. 49 


De asemenea, putem observa că în expresia lui b(h) sub radical avem 
o funcţie pătratică (polinom de gradul doi) care se reprezintă pribtr-o para- 
bolă, care are un mazim (a = — 29 < 0) pentru 

db 2 


Vo v2 


h = —— 1 ZE ——————— == Lă 
| iz 2:(—29) 99 
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1.2,63. i = A aa, — 1,0 8. 


9 A 
1.2.64. S = m 04/g2 = 314 m2. 
1.2.65. op = Vg(b2 + H2)/(2h) = 15,6 ras. 
12.66. A = h safe + (020/(29)) sin?2a = 4,5 m. 


fig 12628 


Ip. 1267R 


1.2.67. og = AU + 2H —20) = 9,8 m/s, cosup=% iul = 0,226 
ag = 16957) ap de Bin ap — 4) = 0,59 m. 


12.68. n =d ag simta ha = di: (29) 


12.69, b= md sina = 1,00 m. 


=? fig. 72638 


(=) 1.2.70. Prin identificare cu ecuaţia traiectoriei în cazul analog 
gravitațional (a = |a]): 
y = zig «o — aa t (03 Cos2ag), - | (1) 
rezultă : 
kb = tgao; b = a: (208 cos? ao) = a(l + îg?a0)/(200) = al 4 k2)](20%5), (2) 
de unde 
0 = AV (IF TOȚZ0) = Vlas NI EN20) = 5,0 m/s. (3) 
Dar putem folosi o metodă mult mai puternică și mai generală cu ajutorul 
calculului diferenţial şi integral : | 
S ; do = ad; ay = 22, do, = a, di i (4) 


Aa = 


ceea ce dă în cazul nostru : 


Li 
. . | îi 

do, = 0, deci v, = const = boz 03 — do = | adi = al. (5) 
[1] 
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Dar 
dz d 
eri dz = od, n, = a 1 dy =0,dt, (6) 


-— 


ceea ce în cazul nostru dă, “considerind că la momentul t = 0 avem 
C=0, y9=0: 


Li 


a (a st Ara = Dat = gat, 
$ 


| (7) 
gi (euai sai | (0oy + atăt = vpt + = a,t?. 


o 
Prin eliminarea lui ti găsim ecuaţia traiectoriei 
1 
Y = 2ooy|oz + Rn ay? văz (8) 
şi mai departe prin identificare, ca mai sus. 
Dar pe de altă parte, 
dy dy dz 0 


Wa) =, e = drd +5. 0) 


Mai derivăm o dată: 
& ya) az Co.) 


1 d URLĂ az 0,0202 
2) = — (0) = RP 22 = 
y (2) arta = Si i - 
| dt 
du _ Atu _y Oz (2) „n __ dy — day (2) | (0) 
02 CAI „MIEI De” ai 
deci 
92 = (1 + y2):= — ta — ay XI + y2). (11) 
În cazul nostru: 
(a) =—h—2ba, y' = — 25, a, =0, (12) 
deci | 
= — Sai + (i — 2ba)?], (13) 
deci în origine (1=0): 
1 | 
dă = — aa + h2) = = alti + k?), (14) 


- (*)1.2.71. a) Problema se poate vea elementar cu ajutorul noţiunii 
de „parabolă de siguranţă” astfel: Să aruncăm bile cu aceeaşi viteză 
iniţială vp sub diferite unghiuri «. Un punct (24 7) va îi atins de oii Sai 
dacă coordonatele sale verifică ecuaţia traiectoriei : 


_y = atga — ga? : (2vtcos?a) = atga — gal + tg2a)/(25) = 
| | (1) 


= am — 92(1 + m2)/(203), m = tga. 
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Această ecuaţie are soluţii 'reale pentru m = tga dacă discriminantul 
ei nu este negativ: 


D = 2? — (2g2ho)ly + ga?[(2%6)] > 0. (2) 

Pentru D > 0 punctul considerat (z, y) este atins. de două traiectorii 

(parabole), pentru D < 0 punctul este inaccesibil, iar punctele cores- 

punzătoare lui D = 0 sînt atinse de o singură parabolă, aceste puncte 
sint situate pe curba 

| D=0 sau y = v5/(29) — ga?/(2w%) (3) 

numită „parabola de siguraniă”, ea întășoară toate parabolele (traiec- 

toriile) posibile pentru diferite unghiuri a şi aceeaşi viteză iniţială o. 

Punctele exterioare parabolei de siguranţă sint inaccesibile. Intersectind 


parabola de siguranţă cu y = —h obţinem b,, | 
—h = Sa (aa) — 9a21(2%3), de unde | 
ba = Was = ÎL va VE Tag = 13, 86m. . (4) 
9 : 


Introducînd în (1) găsim (ştiind că D=0): 


mo = tga, = ax î [20222 /(2%3) )] — %9: Vo + 2gh + 2gh == A 3 9 = 3516 (5) 


V2 


în = m î (00 00500) = E aaa VIP tgta = ară + gh) = 14135. (6) 
Yo 


b) Ecuația parabolei de siguranţă se IE obţine şi cu ajutorul cal- 
culului diferenţial ştiind că ea este înfăşurătoarea tuturor parabolelor (1) 
pentru diferite valori ale parametrului m. Fie ecuaţia acestor curbe ale 
familiei : 

F(z,y,m)  —y—am+ gal + m?)](20) =0. (7) 
Două curbe infinit; vevine se intersectează într-un punct care la limită 
este punctul de tangenţă cu înfăşurătoarea : 

F(z,y,m) =0, F(x,y,m+ Am) =0 cu Am —0. (8) 
În locul celei de-a doua ecuaţii din sistemul (4) putem scrie diferenţa 
ecuaţiilor : 

F(z,y,m + Am) — F(z,y,m) =0. 

împărțind la Am şi trecînd la limită găsim, prin definiţie, derivata (par- 


ţială) : Oe) = 0. Prin urmare avem sistemul : 
m 
F(z,y,m) =0 şi BE(2, ym) == 0; (9) 
îm 


Eliminind incinte m din aceste două ecuaţii găsim ecuaţia înfășură- 
toarei familiei de curbe F(z,y,m) =0. 

În cazul nostru, derivind (7): 

ŞEţa, Mi 70) = — 0 + g?mlă = 0, m = x, ; (10) 
Om gu 

care introdus în (7) ne dă ecuaţia parabolei de siguranţă (3). 

c) O a treia cale de rezolvare este următoarea. Punem condiţia ca 
traiectoria (1) să treacă prin punctul (5, —h) şi obţinem : 


_ F(b,m) = — h — bm + gb + m?) (203) = 0. (11) 
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Din această ecuaţie putem afla, în principiu, bătaia b ca funcţie de m= 
= tga, adică b = î(m). Condiţia de extremum pentru b este anularea - 
derivatei f'(m). Această derivată se poate calcula prin derivarea funcţiei 
de mai sus F(b,m)în raport cu m în care însă b = f(m), deci trebuie să 
cunoaștem derivarea parţială şi derivarea funcţiei de funcţie : 
CE DE 00 20 ad tă 0 eu Sai ele (12) 
om  0bdm. dm Om Om 


Ă a db : 
Prin urmare, condiţia de extremum Fa = 0 devine 
m 


a = 0, adică —b + gl? - 2m/(203) = 0, de unde 
mo = tea = w2/(gb) a (13) 
şi ecuaţia traiectoriei devine : 
— DB — 8-90) + 2 gBTI + 28/(9202)] = 0, (14) 
de unde 
fa i i: VA Fag = 13,86 m (15) 


și deci din (13): a 3 
mo = gag = 12/(9ba.) = vo: Vo + 2gh = 1/V2. (16) 
1.272. t ae Îi COsag(tgag — tga) = 0,60 s, y= E 18 COs2 ao(t9? ap — : 
— tig20) =6p5 m. o i 
1.2.73. d = 2ogisin(ap — a) /2 = 5,17 m. 
12.74. tga == a Votg2ae) — ate Bg) 1 = 2 41,6, 


— 14929 sau 21%48'; » > V(gd/cosB)(sinp + 1) = 209 m/s. 


(**)1.2.75. a) Teorema variaţiei impulsului sub forma F,At =mA5 pro- 
iectată pe axa, verticală Oy şi luată de la momentul lansării t = 0 pînă 
la momentul cînd corpul atinge înălțimea maximă t =, și apoi de la acest 
moment pînă la momentul revenirii .pe Pămînt t=t, +4, ne dă 


(= mg — hop) - ti = — mop_sau (—mg —ot, = — mea (1)) 
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sau | 
—0, 
—mgtu — Eogt'9 = tș = —mog 


dar 0409 - ti = hm — înălţimea maximă, 
deci 
— Mitu — hhm = — Mobo. 
d fel pentru coborire : ş 
(—mg za of u0) = — mo, dar oua lb = — hm 
deci | 
— gts + hp = — m, 


Prin adunarea celor două ecuaţii (4) şi (5) rezultă; 
t=t + = too +) =20s. 
Mai general, cu ajutorul aici „diferenţial şi integral: 


Și di =.mA5 = m(3 e 5.) 


„proiectat pe axa Oy dă: 


Ig 


(mg — ko padt = *%-moy, dar (ea = om 


'u 


a 0 1) 
deci — Mu — Rh = — Mo. 
La fel: | 
Ig to tu+t 
LA LAT 
deci 


—mgle se Kha = —mMY, 
de unde copil ca mai sus timpul total cerut. 
b) Teorema variaţiei energiei mecanice : 

ABE = AB. + ABp = Laecoas. 

ne dă pentru întregul proces de mişcare (AB, = 0): 
m — mi = oecoas. = — Pi “(ti + te), 
de unde 
| 


(6) 


(7) 


(8) 


(4) 


(9) 


(5) 


(10) 


(11) 


p, = (3 m — A mv:) E (00 + | = ÎL mgteo — 9) =9,8W. (12) 
2 2 g 2 


(*)1.2.76. Vom folosi rezultatele problemei 1.2.71. Intersectăm para- 


bola de siguranţă | 
| y = 051(29) — ga? [(20) 
cu „poieaua” y = —h şi obţinem: 


Doug = 1 Va + 2gh = 22 m 
9 
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(1) 


(2) 


y 


v2/2g= fim ee Pon Cabo 


4 
SS si, 
tea, 


fi 1.2%R 


şi din ecuaţia traiectoriei —h = am — gr2(1 + m?)/(202), știind că 
D = 0, rezultă; „ 


——= 24 
mo = tgag = 1: VI + 2gh] = 77 i îna 42%. (3) 
j 
Reamintim că bătaia maximă la nivelul punctului de lansare se obţine 
pentru a = 45, 
Analog în cazul coșului y=h'—h: 


1 PER 0 e RI N Ce 
Toma = — 0oV23 — 2g(h —h) = 18 m, (4) 
9 
mp = îgap = 1: Vi = 29 = h) o = 2 > cp 48, (5) 
) i 
Să vedem acum dacă există restricţie din partea tavanului. | 
1 1 
sin?a = 1: (1 + ctg2 RET, ȘI 2 + 2gh/0$) = —— , resp. ——. 
(1 + 20) (2 + 2ghh3) 221? P- Tar (6) 
Aa = 1 egsin?a =— 4,5 m, resp. 55 m, (7) 
29 
deci înălțimea necesară a sălii de sport : 
Haec = hot hoax = 656 m, resp. 16 m. (8) 
În cazul sălii H = 4,6 m < Hone trebuie să reluăm problema: 
 & : - 
— o sin? = H —h, au = 30 
2 % si, | (9) 
Şi din ecuaţia traiectoriei 
—h = atga' — ga2:: (203 cos?a' ) (respectiv = P' — 1) (10) 


obţinem 
Doaa = 20,4, (resp. 12,9 m). 
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în cazul sălii H = 7,0 m, pentru aruncarea în coş ecuaţia (9) dă x = 
= 44096 şi (10) dă e, = 17,6 m. 


12.77. b = A câ(1 — fa) = 1,53 m. 
g 


Ag 1.277 


1.2.78. tga — - > LX =— 30, %9 > ga: A+ d?)/(2H) — 18,4 m./s. 


1.2.79. o HZh]g - suose = 071 m. Calculul mai riguros dă un 
coeficient, 2/3. . 
Forțe de îrecare 


*1.2,80, Da: o ladă așezată liber pe platforma unui vagon care acce- 
lerează. 
12.81. / N — F, + (Fa sii Fel. 
1.2.82. Po, = Te(ma + Ma)]ma = 200 N. 
1.2.83. a, = ugM :(M — m) = 0,056 m/s?. 


ET) 
1.2.83. fă — P = 7, == 170 N. i 
at 


Lp 1205 

1.2.87. a,Jaz = [Fcosa — u(mg — F sina)] :: [Pcosa—pu(mg+Fsina)]= 
= 1,65. i 
1.9.88. F = [ma cose + mgsin(a + e)]:cos(B — e), rezultă e = 
= 6=15. | 

1.2.89. F = g(m + M)(ua + ua)cose, : cos(a — e.) este minim pentru 


a = Ps . 
Fu = g(m+ M)(ep. + pa): Cos pa = 1385 N. 
1.2.90. A = 2 e (a m. u9) = 2,0 $. 
1.2.91. a) P-= mg + m/M)= 539 N. 
b) i = V2I: (Fm — ug — ugqm|M) = 0,52 s. 
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1.2.92. Se rupe firul legat de corpul tas : a) F = T,-kusmg = BON 
(static), b) P = 2-7, + 20 (2 — pa — po) = 75 N, (a = 0,58 m/i9) 

1.2.93. W' = k:(2—k) = 3,0, (k<2).. 

12.94. T, — m9 = 9,8 N, Fn — UM9 =— 6,86 N Ta = T, pepe UmM9 = 
= 3,0 N — Fa 

1.2.95, d = g(m/M—u) — 2,0 m,/382, 


= 1.2.96. to —— u-9. (m Baa ma) = 5,0 LD i — EA (mma — um) = 10,0 8. 
s [și F c 


717. 1235R 


1.2.97. vo = (229 + bot ++ ma) ma = 50 
1.2.98. 9 = e) = 6,0. 


n—] 

a +99. = == 0 33. 
1.2 He ai tga > 
1.2100. u = — 005%. — 0,43. 

n — Sima 


a Fig 121% Pb 


1.2.101. u = te = 0,27. 


Ag. 1208 
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1.2.102. a = a (cosoa — Cosa, er) = 0,82 m/s2. 
m „mg —F Sina 
-1.2.103. a = F cos (a—ș) : (m cose)—gtgep = max pentru « =p=18. 


1.2.105. s = ei cosp : sinta + ș) = min dacă a =.90 — ș = 60. 
: | 


1.2.106. u = tga = 0,27, VW = mgcosa = 4,13 N. 


12107. 4 — tgal(1 + pp — 1]: UP +1] = 088, of 1 
+ f = 1,50; — Qula = (1 + f)2= ; 


12.108. gts(a—o) = 2,6 ie a a < gte(a + ș) = 9,8 m/s2. 


12.109. Fi = mgtg(a + e): [sinate(a + e) + cosa — m/(m-t+-M)]= 
= 11342 N, 


Pa = Mg ctg a: (1 —cosa) = 731,5 N. 


d 
Ă 
Ș e. 
L d îsi -P IA 
i atata Fg.1.21R 3 
4.2110. £ = um + My: (1 + Mm — pi: = 98 N. 


1.2.111. a Uoin = gl == ud : (1 P p)= =0 „25 95 max — g(1 ca p): (1) 
= 40 g. 


1.2.112. s = ai 2m(m + M): (m + uM)? = 2,18 m. 
9 

12.113. Î: m 4u = 0,20 < mima S i —- 4u = 1,80. 

1.2.114. u = tga sin i — 0,29. 


1.24115. Cu îrînă de motor: g(sina — pu cosa) <a <9 sina, 0,49 m/s2<a4 
<a < 0,98 m/s?; cu forţă de tracțiune : q sina <a < g (sina + pu cosa), 
0,98 m/s? <a < 1,47 m/s?. 


1.2.116. | nina = | : Vu2 COs?2a ci a sin2a — pri Ș, 


LPT EDS SE 
LT A zi i f. Ă, 
p / 
| A 7, 
i N Fă 
; pr 
i] SA 7 
mă : Ag 
Iu PI 
E A | 
7 
=, MI si dai 
fn sin W - 
fig. 82.75% 79.12.17 
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S: ale PF = mla cosep + g sin (a + q)]: cos (8 — e) = min pentru 
= 9 = “a E: 


Fin = MA Cosep + mgsin(â + e) şi N>0 implică 
a < goos(a + p) :siao = 26,8 = 
| 8 
altfel (N = 0) şi tgB = g cosa:(9 sina +a), 6 =13 38'<o. 
1.2.118. w = +a/sin(a” — ș): sin(a—e) = 100 km/h. 
1.2.119. a = g(1 + m/M)in(a 4 p):cosp = 4,5 m/s? în jos (scîn- 


dura lunecă în sus), resp. —1,43 m/s? în sus (scîndura lunecă în jos). 
1.2.120. a = g sina — gtg6 cosa, tg0=u, 06= gg = 5,0 (înainte), 


« A /g.12 7029 
mi Fig121R Ia A 


E ÎL e | 
1.2.121. h = a: — poig a) x prta:(a — 9) = 40 ma, după 
* aie în 
aceasta camionul va luneca în jos. 
1.2,122. t = V2I: (g sina) = 0,60 s -şi scîndura va sta în repaus. 
1.2.123. a = ctcosa: (m+ M) pentru 


t<ti= La umg (m + M): [um sina + M(cosa + usina)] = 3,278, 
Za 
asu= — umgLM cosa] : [umsina 4- M(cosa + u sina)] =0,707 m/s?, 


apoi (a = a: (mg — ctsima) pină la ts— "fina = 198 s cînd a —0. 
Cc 


1.2.124. 3.) d — 0, Fa — 0 dacă P << Lama : (1 — ua) — 4,9 N =P,, 

b) P>F, a S0au = (1 — ua)P — pag]: [m + mal d uaua)]- | 

€) a = 0, Era statică, a = [F — pu (îm + ma2)9]: (m + ma); Ă 

Fes = (mam, + mol dă vaua)g]: Lin + mall ah ua2)] = 9,34 N, resp. 
0,4 N; | 

dica) = 9lma — a(Ma + ma)]: [mA Ma(l 23 ua)] = 1,15 .m/s2, resp. 

1,51 m/s2. - 


2124128. P = mima (29—w): (m ma) = 1116 N, 7 =2F, 
= (îm, — ms) 9 + mol: (m + ma) = 5,88 m/s2, a. = [(ma—mmg + mw]: 
2 ma + mg) = 302 m/s?. | 
1.2.126. o = V(m2 — 1003 PF n2v? = 3,20 m/s. 
e Rlottga — gina) 
19,197. vu = = 0,20. 
Pe a II motay — C 


== 
— 
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PR: 


te Aaa 
aa 1.2.128. v =, da = văi, Ei ri iz 


(1) 


unde $ este aria mărginită de curba v(t). Ştii. că aria unei elipse 


este 7 ab, uude a,b sint gemiaxele, avem 


= Mle 
Ag = Vata — — P— to". 
0“8 2 2 [+] [+] 


Dar $ = A A ş 
A LI 
deci op 3:(U4— 7/4) = i i 


be = 0 04 —0+2(B — Di — 8. 
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(2) 


(3) 
(1) 
(2) 


+ 1.2.130. » = 2 — 448 — 2Bi (1) 


este o funcţie impară v(—t) = —v(t), deci are originea, centru de simetrie. 
Condiţia de extremum, pentru v(!) este anularea derivatei : 
v'(î) = = = 1248 —2B =0, t= 4 V/BH64). (2) 


Între rădăsinile (2) semnul derivatei este negativ, deci prima rădăcină 
corespunde unui maxim al vitezei, iar a doua unui minim. Ne interesează 
de fapt t>0. Natura extremelor rezultă şi din semnul derivatei a doua: 


Y(t) = 24 41, Vtuz) = 24 Aus. | (3) 


Piz 12149 


+ 12.131. Conform definiţiei : 


5 = 2 bed = a + Beat = (aa e B=0)= 
7 ? T 2 3 


0 


1 | 
= —A — Bra, 
z4 tr 


| | A : | 

E 1.92.1932. p = = = BV = x'(î) — CA: cara ; (1) 
d . d2% .. 

Ş = — = 0 = Y' t) 3 —— = „= u/ 2 

dz . 4 dt? (2) 

se 1.2.133. a = =, do = adi, sia adt = Atar— Afoe 


să coastanta de integrare se determină din condiţia “iniţială : la t=0 
avem v =, deci 0=0, 


e (1) 


Se putea, integra şi definit (limitele de integrare se corespund) : 


i 
(ao == | Adi = za k 
d 


Lil 


Integrăm mai departe : 

o = = do = văi, (a = 2 = (as = (ara =; = ar +0, 
unde constanta de integrare se determină din condiţia i la t=0, 
v=0 şi e=9, deci 0C'=0: 

inert, (2) 
Se poate integra şi definit : | 


x Li i 
(az =2= vi = fa avar = 4. 


Li] 
sk 12.134. Observăm că dacă acceleraţia ar fi a= —cw2 (cu minus !), 
atunci am avea d + w?z = 0 — binecunoscuta ecuaţie diferenţială a 


oscilatorului, armonie! În cazul problemei noastre: a = E = 02, 
înmulţim ambii membri ai ecuaţiei cu dz." 


în do = 0? zdz sau vdrl= e? pd. (1) 


Dealtfel aceasta este forma diferenţială a catei variației energiei 
cinetice : 
AL = PF dz = E, sau mada = mot) = moâo (2) 


Integrăm : 
| ae => | o2zda, ei a -- 232 + 0, 


unde constanta de integrare se determină din condiţia iniţială : 


la” a = 0 corespunde v= w: d = 0, 


02 = 03 + 0202, 0 = oh oo2a?. (3) 
Se poate integra şi definit : | 


_ | oa = | otaa, te = = atat, (4) 


. Li IL: 
Mai departe 
o = 9 Vă Fota, (5) 
dt | 


Separăm variabilele şi integrăm : j 


iii au dr 2 E e da i 

“pata 10 bras 
da 1 

5 - — = — ln 2 . 2 

PNL aa - (2 + Volo2 4+ 22 30, 


(6) 
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unde constanta de integrare se determină din condiţia iniţială :. 


la t=0avemza=0: 0 sc (00/0) + O, rezultă 
4] 


12 +Woira 1 oz + oa 
Că) vo 


lo CA) 5 
Se putea integra și definit : să 
$- z 
dz 1 RP 
di — | = — n(a 2 2 = 
(ra Sa = inte + Valer | 
0 A . 
5 (8) 
1 pp Flo + ze, 
o %9/0o 
Rezolvăm (7) în raport cu «: 
or + og PF oază = 0o0%, 193 + 0222 — (0o0% — cn)2, 
2 = LS (eat — ee) = %. sh at, (9) 
2 o Că) | 


unde apare funcţia sinus hiperbolice sh. Dealtfel cine cunoaşte funcţiile 
hiperbolice, putea serie integrala (6) aşa : 


dz ii OI 
| | (= + a? w . Vo 3 SIE 
unde apare „argument sinus hiperbolice”, iar constanta de integrare 0' 
se determină din condiția iniţială: la t = 0 avem z —0, şi deoarece 
argsh 0.= 0, rezultă 0'= 0: 


* 


i = E argsh u „, de unde LE = sh ot, (11) 
_ Ww LI) 2 Vo 
e = % shot = od (et —e-“). (12) 
LA) & 2 


Legea, vitezei rezultă din (3) şi (9): 


| gi e + cat L. % (ez — 2 + e-20) = p 2 (ee + e") == 
4 w2 să 


(33) 
== Vo ch ot, 

unde apare „cosinus hiperbolice” ch. Dealtfel legea vitezei se poate obţine 
direct prin derivarea legii mişcării (9) (derivata sinusului hiperbolic este 


cosinusvl hiperbolice şi derivata cosinusului hiperbolice este sinusul hiper- 
bolic), 


+* 1.2.135. a) d 7, dy — adi. i (1) 
Integrăm (limitele de integrare se corespund) : 
[] Li Li 

(ae = fat 2 — de = (ras (2) 
% 0 A 9 


2-0 73 i | 1412 


de aici ebiinem, punind î = îm, deci =0: 
tm îm 


—v9 = |rchau deci sea i — Goa = 
0 


[1 


0 tm tm 
A . =) î(0ădi —rtoar = -| î(t)at. (3) 
b) = E, dz = vdt, (a = ode sea Sau Zu n =foăe., (4) 


Integrăm prin părţi : 
L) 


tm tm tm 


(ao = —(e-aa = (arat | (5) 
[1] [e] [1] 


1 
tm 
ia a ii = ot — 
[4] 


Primul termen de la integrurea prin părţi dispare fiindcă pentru î = în 
avem 1 =0. 


* 1.2.136. » = 22 — = 9 = ab) = A —3B&. i (1) 
Condiţia de oprire : i 
v=0=A—3B8, i=VAl3B). - 19) 
a = 20 — 6Bi, F, = ma =— 6mBt, (3) 
dar A 
ee 6 /3 
Py = —6mBVA/GB)= man, AB, m = 12 zafas, (4) 


care introdusă în (3) dă ie cerută : 
= V3P.VBIA 1. (5). 
*_ 1.2, 137, Lee (2179) : de = u.cosa) = |(25]9) : [cosa(sina—p.cosa)]. 
| (1) 


Minimal timpului t corespunde maximului numitorului de sub radical. 
Anulăm derivata acestuia : 


— sin a(sina — u COsa) + Cosa(cosa + psi) = 0: (2) 
sau COs2a — sin?2e« + 2u sina cosa = 0, cos2a + usin2a ==0, (3) 
tg 2a = Sp. sau ctg2a = —u. (4) 


pe . 
Trebuie luat 2 în cadranul doi, fiindcă « este evident în cadranul 1. 
Derivata a doua : 
—2 sin 2a + 2u.cos 2a (5) 
si inlocuind pe u din (4) găsim : —2/sin2a < 0, deci n'it:orul are un 
maxira şi pinul t are un minim : 


= Vol Vi +5. (6) 
* 1.2.138. a) v= a = 34 — 3B&. j a) 


114 


Condiţia de oprire: 
| w=0=244—3Bb, 
tn = 2A/(38B). (2) 


$ E E 
: | 4 fig. 1.275, ad A 


-_ 


Distanţa pînă la. oprire : rit 2 
m = AU, — BO, = 4A5:(27B2).  - (3) 
b) a= e — 24 — 6Bt, P = ma = 2m(4A —3Bt). (4) 


Pînă la momentul î, = A/(3B) vehiculul merge accelerat, apoi merge. 
trînat. c) Vd. figura. 

xx 12.139, Principiul II al dinamicii se scrie: 

P = Pucosut = ma = me. (1) 


Separăm variabilele şi integrăm : 
mÂo = Fe cosul a, 


| mă = (7, coso tdi, me EA i sin ot + 6, 
“ 


unde constanta de integrare se determină din dacia iniţială : 
la î=0 AVAS ue d rezultă Q = 0: | 
ii E ORL ce nl zf, (2) 


mo Mo 
Se putea integra şi definit (limitele de integrata se corespund) : 


v 


| măo = mo = (, eosui di = pi sin ot 
. Lc] 


pina oi. 
„le « 


. 0 
Continuăra integrarea : 
dă = păi; (ao = (Pe sin ctdt, 
mo 
1 ' 
== —— Po(—eos ot + 0"), 
, ma? 
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unde constanta de integrare 0' se determină din condiţia, iniţială ; 
la i = 0avem a =0;rezultă 0'=1: 


N ea E! — cos at). - 43) 
mo? E 


Se poate integra şi definit (limitele de integrare, se, corespund) :. 


2% ? . 
E : ÎL & 3 
do =a=i —Posin otdi = — Fo cosat| + 
V/(X) d am 9 
. o - 
Se vede că mișcarea esto oscilatorie armonică cu frecvenţa unghiulară 
o, în jurul punctului de echilibru : 


ÎL i l 


29 = F, =—FPy k= ma (4) 
mo h | 
cu amplitudinea 
; In 1 
A = Po =—F9 i 3) 
ai a E ta (5) 
Forța aplicată se poate scrie și astfel; - 
F.= Fycos ot =Fy — ka. i, 4€ a (6) 
se 12.140. a) P+PP— = ma= me. IE (1) 


Separăm variabilele şi integrăm : 


“ap — — MAP 7 NE md za 
) PF — hv 


m 
= — —m(P — ho 0 

BĂI? —ho le, ( ste XC, 

unde constanta delintegrare se determină din condiţia inițială : la î = 0, 

avem v=0: 


li -= — kdy 


m m 
= ——— [Și = FI 
. 0 IE 4-0, In F, 
P : P E! 
se tip ap MS = a An 
P l 
Se poate integra şi definit : 
Li LA 
iei til ED „a e pg Be 
k)F — ko k P 


0 


Integrăm mai departe : | 
de = vi, (ao i pa a — e-Wie)dt = 


ip — er d O, 


e P m 
ră k 
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unde constanta de integrare C' se determină din condiţia iniţială : 
it=0 avem 2=—0 


Fm FD II... 

pen cainii Cn ali 71, 
d Fm 

D= —ţ —— (e-tn — 1), 3 
pi ) (3) 


Se poate integra şi definit astfel : 
- a îm 


i [II : „PU  Pm 4 
dr = TV = i > IS ek: di — —ţ MA rodii e k!/m Pa 
| | k i k Au Ra o 
I?] [?) 
P Fm 
= —0 + —— (en — 1), 
: AF 3 ( ) 
b) P — ho = ma = m, | (4) 
dt 


separăm variabilele şi- integrăm : 
mo m dv 


di = a 
FI — hy2 Ei — 0 
Amintim integrala : 
| | SA = x argth Sa A Pila (5) 
qQ2 — 2 a a 2 a-—s 


unde „argument tangenta hiperbolică” argth Î- este funcţia inversă 
a 


„tangentei hiperbolice” 
i m P LX + 
th — = (ere — e-sh): (eh +. 0-0) = sh— :ch 
a a a 
- În cazul nostru : 


m dv m If 
(as = = Tar a pare zi oi, + o, 


unde constanta de integrare C se deter: înă din condiţia iniţială: la 
i = 0 avem = 0 (argth 0 = 0); rezultă C =, 


LA a = em VE (6) 


a oagth 1. je, 


1 
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Se poate integra şi definit : 


Li v aa 
"m do m h 
ef de on Ema e ȚEţ= 
| ]; le e i A: id J: 
9) [1] 
_Continuăm integrarea. : 


A) A RISE 
dz = vdt, (ao = 1 = |: th = VAL - dt. 
Amintim integrala : | 


fr: 


iaz dz = = In chag, (7) 


£17 


RA i 


unde „cosinusul hiperbelic” 
chag = — 2 (er + e”). 


în cazul nostru : 


=? a paz = Ea VF + 0", 


unde constanta de integrare 0" se determină din condiţia iniţială ; 
n 4 0arom e 0 (6h 0  Î aL coita 


air ion = L5. kF. | (8) 
Se poate integra și definit : 


Pe Vi Păt = E a 


Putem găsi z = x(0) eliminînd timpul din (6) şi (8). Dar vom proceda 
alttel. Îînmulţim ecuaţia (4) cu dz: 


(P — ho2)dz = m da = mw, 


"o Inch VIE 


E 


separăra variabilele şi integrăm : 


me dv m d(— 92) 
da = 
PF — ho? 2k P — ko? 
x d(— hv2) m 
da = a = — A = — —Inţ(P — ko? 0 
ţ di = a O RASE Si 


“unde constanta de integrare C se determină din condiţia iniţială : 
la = 0 avem ial 3.=%0: 


0= — mp +6, 6 = "In F, 
2 2% 
= că VA £ (9) 
2 Ph 
Se poate integra şi definit : . 
— ep? es 2 
it E ap ma E d( ko) _ mot ke 
) 2 3P — 2 2 P 
; dv 
me 1.2141. F, = —ho5= ma e i (1) 
Separăm variabilele şi integrărm : 
kb pVos  a2ko2 
Constanta de integrare se determină din condiţia inițială : la î =0 avem 
o=%: 
ml m 
= +0, G=— 
aa 20 
= (het —1h00, oi: VIE Bt]. (2) 
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Se putea integra și definit (Ligile de integrare trebuie să se corespundă) : 


Li ; 
ta bca pat (d mai 2 (1-2). 
D353 O2hko2li,  2k 92 15 
dt 


Continuăm integrarea : 


da = vdt, (ao = 9% = Î 
Vi o3 3 2ht]m 
A = d(2kt/m) 


iza > p Vilă + 2] + 0" 
(0) v 


unde constanta de integrare se determină din condiţia, iniţială : 
la i = 0avemv=vyşiz=0 


m m, | , 
PR (că 0” 0' at, Aa E ş 
kv9 a kv9 ” 
z = = 1] ++ 2kt]m — m/(hvo). (3) 
Se. putea integra şi definit : | | 
i i 
) dt PM pp Li 
du = a = E pisoiul) 1/05 ARI, . 
ja: | -F 2ht/m alei malul 


ax 1.2.142. Din sarit unghiului de frecare vătuil EA imediat; că 
e = 30” este chiar unghiul de frecare (4 = tge). La coborirea liberă în 
jos : 
mg sina — mg Cosa — ko? = 0, (a =0), 


de unde 
k = a mg(sina — ucosa) = A mg sin(« — q): cos. (1) 
e 02 
Pentru urcarea liberă în sus de-a lungul planului înclinat : 
—mg Sin a — u. mg Cosa — ko = me. (2) 


Am putea separa variabilele şi integra, şi am găsi v = v(t), dar ne inte- 
vesează distanța parcursă pe plan pînă la op» ire (şi nu timpul). 


Pentru aceasta înmulțim ecuaţia (2) cu da: 
—dz(mg sina + u mg cosa + how?) = m = dz = mvăv, 


separăm acum variabilele şi integrăm : 


0 


„2 — mVd9 | —movdy 
Aa = — DP, se bo — = 
mg sina + umg Cosa + how? MSN + um gcosa-+- lv? 


vo 


m d(9?) 


o 
27, = — 2 Intmgsina-+ umgeosa-+-ko?) = 


mg Sina umg Cosa ko? / - 


2 — "in Mg sin -|- umg Cosa 
2k  mgsina + umg Cosa + 8 


La coborire : | 
mg sina — u. 9 COSa — hp? = m. (4) 


Î nmulţim ambii membri cu dx, apoi separăm variabilele şi integrăm : 


dz(mg sina — u mg cosa — kw?) = m Păo = modv, 


mo dv 
da = 3 s= ide = 
mg Sina — u. mg COSa — kv? 
pei A iii ARC tii a (5) 
2% ] N9SIDa — pn 9CO8a— ho 
2 2 pp 729 Sing — u Pg COSA ko? 
. 2k mg Sina — u. mg COSA i 
Egalăm" distanţele (3) şi (5): 
i-a sa dia mg SiDa + p. mg COSa 
2k  mgsina + pi mgcosa + vo 
2 — 70 jp R9Sina — p mg cosa —kv? 4 
2k mg Sina — umgcosa , 
înlocuim pe k din (1) şi înlocuim pe u = tego; obținem: | 
1 — p2jc2 = sin(a + e): [sin(a + u) + sin(a — o)râ/c2], 
de unde cai 
Y = op: Voăje2+ sin(a + 9): sin(a—ș) = 1,0 m/s. (8) 


(+) 12.143. luăm un element de curbă ds în jurul minimului. Forța 
de revenire a particulei este componenta tangenţială a greutăţii : 


F, = mgsin > i mg. | (L) 
Dar ds = Ry 46, deci 
p, = 09 (2 
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forța este de tip elastic cu constanta k = m9/Ry, prin urmare peri- 
oada oscilaţiilor : i 

= 2nVmjk = 20VRAg. (3) 
Desigur, putem judeca - cu variații foarte mici (în loc de diferenţiale), 
care descresc către zero: A0, As = RAO şi să folosim aproximaţia bine 


cunoscută : 
A0 ' A 


sin — — —— cînd A0—=>0. (4) 
2 2 
do . i 
se 1.2144. PF, = —lo* = ma = me 7 (1) 
“ epariun variabilele şi integrăm : | 
fie atit "apa, = +0, 
ko? ko? 


unde constanta. de integrare C se determină din sia iniţială 
la 4 = 0, v=v;0= m/(eoo) al C, 0 = —ml(hoo), deci 


= e (fo — 1). | (2) 
Se poate integra şi definit vaita de integrate se corespund) : 


A v 
Sa za) ERAU aaa A se = | eh 
lov? ko le, k Lo voj 


Timpul,cerut este (9 = v/n): 


aa a ce” (3) 
Ivo 
do 
xx 12.145. F, = — ko? = ma = mt (1) 
Separăm variabilele şi integrăm : 
seu aa “ceea e PN 0 ae IE acu 
lv? k Jo? lo: 
unde constanta de integrare se determină. din condiția inițială : 
la t=0,0= = 00: 0 = = m[(hoo) + 0, 0 = — ml(keo), 
k Lo wo | 
air Făt ec codalpa (3) 
VAR 1 %o "i 


See _ă mar (2 II! | 
p2 E ol. klo. | 
Mai departe.aflăm legea "mișcării : dz = vdt, dar din (2): 


PI AURII (4) 
1 + hogt/m 


„deci 


ko |m)dt mi 
iata dt = zonal Meet Oa (fevolm)d. "7 inca loot C 
a (e. rug e a er ş (1 + sue ui în , 
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unde constanta de integrare se determină din condiţia iniţială : 
la ţ—=0avem z=0: 


0=m1+0, 0=0, i a 


E i î In(l + hol m). pă (5) 
Se poate integra și definit: | 


L 


dt m 
Pe EDO, EC. 4090 IL koot/m). 
| rara salt catod 
[1] 


midi cerută se a ri ivi oecuiă în (5) pe k din (3): 
Da = — "lati + k09r/m) = tor : (e — 1) = 100 m. (6) 
Putem proceda şi ii adi Inmulțim ambii membri ai ecuaţiei (1) cu da 
— ho?da = m” ae = mod, ($ = ). 
| di di 
separăm variabilele şi integrăm : 


Biata O (ao == i iza d = — îno+ 0, 


unde constanta de integrare se determină din condiţia iniţială : . 
la 2 = 0 avem =: 


m m 
0= ——lmne 0, 0C=—lImno 
k o + i l 03 
m 
z = —In- (| 
| rs zala (7) 
Se poate integra și definit: 
k %9 


_Punind în (7) condiţia » = %,/e şi înlocuind pe k din (3), găsim distanţa 
cerută (6). 
dv 


we 12.146. a) — ko = ma = mie | (1) 
separăm variabilele şi integrăm : 


dai d ee A grea i ALOE. secera iau ae 6, 
ko k 


unde constanta de integrare se determină din condiția inițială : 
la î = 0, avem =: 


dci Ma aud C = "In, 
Il k 
Taia e | (2) 
ko 
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Se poate integra şi definit (limitele de integrare trebuie să se corespundă) : 
Li 


ko  h  % 
[?] LR 
Punînd condiţia 2 = fe în (2) obţinem: 
> = îne, = 2 = 10.kg]s. (3) 
b) Din (2) avem legea vitezei: 
V == ppt, | (4) 
dz = dt, 2= fa sI | vpeii/” dt = — 0 e-k/m A 0, 


unde constanta de integrare se determină din condiţia inițială : la t == 0 
avem r =0: 


VILĂ (I(Ă 
0 = il A atu păzi a, 
Pesta Tool — et), (5) 


Se poate integra și definit (limitele de integrare se corespund) : 


E] Li 


Li 
do = 2 = | ope-"mdt = — A, pge-titin | = — " ou(e-ttfm — 1). 
| e 0. k a 


0 [?] 
Înlocuind în (5) pe & din (3), găsim 


= voT(l — el) = vor sat, = 6, m. 
e 


Se poate proceda şi altfel, găsind z = x(v). Pentru aceasta înmulțim 
ecuaţia (1) cu da: 


—ko dr = m do = md, 


separăm variabilele şi integrăm : 
E. 
dz pe, e = (ao = Te = sie + C, 


unde constanta de integrare se determină din condiţia inițială: 
la 4 = 0 avem rr =0şiv=—w: 


0 = — e, +0, 0C= E to 


e 


= E CO SE (6) 


Se poate integra şi definit (limitele"de integrare se corespund) : 
x v 


m m 
far 2= batea 
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Punind în (6) condiţia = voje şi înlocind pe k din (3), găsim distanţa 


cerută : 
& = Vor(l — 1l/e) = 6,3 m. 
c) Punînd în (6) condiţia de oprire o = 0 şi înlooubud pe k din (3), giâita 


Da = VoT = 10 m. 
Dar timpul în care se parcurge această distanță este (teoretic) infinit, 


aceasta rezultă din (2) sau (4) punind » = 
ss 1.2447, P et njeciie eta m il () 
“Beparăm variabilele : 
dp = — Pf do , 
mg — ko 
cu factori care 


Observăm că într-un membru trebuie să fie d! împreynă 
depind de t (nu avem aici), iar în celălalt membru d» cu factori care depind 
de o. Factorii constanţi pot fi lăsaţi în oricare membru. Integr m : 

"| —hdo _ _ — 2 In(mg a în 0, 


= 


ia ura fi cab IRU aa tii 
mg — ko k ) mg — ke 

unde constanta de integrare € se determină din sili iniţială : 

la t=0avemo=0: —p- 

= — ls mg. 0 Me In mg, 


RE | ARIE: MR (2) 
k  mg—ko 
Se poate integra și definit (limitele de integrare se corespund) 
„A = — " In(mg — ko) se sa 3 La. Meeal x 
| k o ÎI; ing 


Li 
fa =i=f - 
mg — ko 
0 


9) 
Pe de altă parte, viteza limită se atinge cînd forţele își fac echilibru: 


forța de greutate, 
constantă : 


forţa de frecare creşte cu viteza pînă “când egalează 
atunci în (1) acceleraţia se anulează și viteza rămîne 
mg — ke = 0, k = mgje. (3) 
AVI 
-Ayă 
n] 
| 2e 
i | 
Pi | 
că Y 
i = 
7 „măt 
FER ER Fig, 12.449 R 
(4) 


i = Cin — of). 
9 
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Punind condiţia v = fe: 
sem —fj=23 pl —f) = 28 ras. 
- CR 9 gi i 


e 12.148. P = mg —hw = ma = m a (1) 


Viteza limită c se obţine cînd forţele îşi fac echilibru (forţa de rezistență 
echilibrează greutatea), atunci în (1) acceleraţia se anulează : 


m9Q — ko = 0, k = mg|e. SE (2) 
Separăm variabilele în (1) şi integrăm : 
d — mio do | 5 =| do _ 
mg —hko gl —ojc) gl — 2/c) 


= — < ji. — vj0) + C, 
9 


“unde constanta, de integrare se determină din condiţia iniţială : 
la t=0avemo=0: 


Qi SA d d 08, 

9 : 

i = — < Im(a — o]e), 1 — ve = ele, o = c(l — ef). (3) 
9 | 
Se putea integra și definit : 
Li v a 
| (a zi = prea = —<in(i —oje)| = —<im(a — oo). - 
g(1—2/c) g lo g 


1) 


[1] 
Mai departe, : 
dz = răi, a = (ao — (ar =(ea — e-%/c)di = 


23 | cdi — | [ e-2'/cdt = ct + 1 02 e-9t/c ab C, 


9 
unde constanta de integrare se determină din condiția inițială : 
la îi = 0 avem 2z=0: 0=c2/9.+ 0,:- 0= —cc2/g, - 
a =ct-+ A ca(e-ute — 1). (4) 
9 


Se putea integra și definit: 
Li 


(do = 1 = (ea — edit = 
0 


[8 


Li 1 [i și 
= ct.| PP —c26-%le| = ct $ —c2(e-tte — 1), 
lo 9 o g 
| . do 
x 12.149. a) PF = mg — kw? = ma zici (1) 
C i : 


Separăm variabilele şi integrăm : 


dz ae, AO 5 far == __m do = "| II 
ko mg — ko? )mg/l—o2 
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Amintim integrala : 
A a Et tu As (2) 
aq2— 2-20 a—s. a a 


unde „argument tangenta hiperbolică” argth a este funcţia inversă „tan- 
gentei hiperbolice” : 


th a = (e? — e-7): (e? + e-7) =sho:cha.: 
Integrala noastră devine atunci 


— mol E 0 i 
dat ua d o 700 “dz 


unde constanta de integrare se determină. din condiţia iniţială : 
la t = 0 avem v = 0; rezultă 0 = 0 (căci argth 0= 0). 


—— i cc Îg ” 
= || argtn —— = |n ie, 3 
Vig * Vmghe! Ole Im i 
Se putea integra și definit : 
Li v ea E ASE 
fu=e a e aa |» argth'w ELA 
k 3 mg]k — 2 Ig “mg 


. o 
Pe de altă parte viteza limită se obţine cînd forţele se echilibrează (forța 
de rezistenţă echilibrează greutatea) şi acceleraţia devine zero : . 


mg — ko? =—0,  k = mg]o2, (4) 
Atunci legea vitezei devine: : 


= ch, . - (5) 


b) dr =", a=tde = (nau = th-9 e. at. 
Amintim integrala : Ş 
ha da Inch az + O, (6) 
unde „,cosinus hiperbolic” este E tată 
| ch ax = = (e%2 + 6-42). 
în cazul nostru obţinem : 


= Lea Inch(gt/c) 4 0, 
9 


unde constanta de integrare se obţine din condiţia iniţială: la t=0, 
a = 0, (ch 0 = 1, In 11=0), rezultă 0=0, 
| aa sita ch, (7) 

9 o 


€) Dependenţa z = x() s-ar putea obține eliminind timpul din (5) şi 
(7), dar vom proceda altfel, mai direct. Înmulţim ecuaţia (1) cu dz: 


(mg — kv2)da = m da = mo do. 
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Separăm variabilele şi integrăm : | 
mode mov 
dr =—————— faze 


m d( — ho?) 
2k ) mg — hko2 


unde constanta de integrare se i obesa din condiţia iniţială : la d = 0 
avem 2=0 şi o» =0: 


= — 2 (mg — h92) + 0, 


N 
E cei eat PN EEE a 
Te De ta Ca 7 dit 


Ci Aia ai a a (3) 
bi 2k mg — ho? 
Se putea integra şi definit: 
y % v x A e 0 a ca 
| dă | MĂ m Mg 
) J 1n9 — ho? „ 2k mg 


Introducînd în (8) pe & din (4), obţinem: 
g Loan — e (9) 
29 1 — 92/62 


wk 1.2.150, Viteza limită de cădere liberă se atinge cînd forţele se 
echilibrează. şi acceleraţia devine zero : 


mg — kc2 = 0, k = mg|e?. (1) 
a) La urcare; e A 
O dp 
—m9 — ho? = m—- 2 
9 = | (2) 
Ar î 


Apt y 
[Va 


mg MI 


d Agro b 


Separăm variabilele şi integrăm : 


RR Ea mĂo Dc do 
e mg + o? l; mg/l + 2" 
fa a = — ab 20 arotg 2-4 0, 
mg|k A+ o? g 0t+ gi 9 


unde constanta de integrare se determină din condiţia iniţială : la t = 
= 0, V = Vo: 
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0 = — 2 arctg (99J0) + 0, 0= €. arctgtoaJe), 
Ş 9 


SILA (arote Ac. PER arctg =) : (3) 
9 0 zi 
Am putea integra şi definit (limitele de integrare se cerespund) : 
4 v . 2 
fa ae 3 d 02 | 258 A, ctre arctg -— | = 2 (arote SD arctg ?) A 
J 9 02 + 92 9 Cl, 9 e c 


Punînd în (3) o = 0 (condiţia de oprire la înălțimea maximă), obţinem 
timpul de urcare: 
| m = Caretg b. 44 
P 9 Cc o 
Mai departe, am putea în principiu rezolva (3) v = v(t) şi continua inte- 
grarea : dy = vdt, pentru a obţine y = y(t). dar în cazul nostru este mai 
simplu de aflat y = y(»). Pentru aceasta înmulţim ecuaţia (2) cu dy: 
do dy 
— (m ko?) dy = m—dy = mrd, [— = 
(mg + ko)ăy = me dy (3 ). 
(Aceasta este de fapt forma diferenţială a teoremei variaţiei energiei 
cinetice: dL = Fdy = dB, = modwv). Separăm variabilele şi integrăm : 


ay Tmodo m lo) La de), 
mg + ko? 2% mglk + o? 29  02+2 

> d a(02) ] 
dy = y = — 02 = — —c2ln(02 + v2) + 0” 
| => 27 paz 29 ( ) ) 


unde constanta de integrare 0' se determină din condiţia iniţială : 
la (=0,%=0%y=0: i 


0 = — AL câin(c2 + c3).+ 0%, 0=-L c2in(e: + 43), 
29 29 
2 2 
i 2 20 ăi fug CE (5) 
29 02 + 42 
Se putea integra și detinit (limitele de integrare se corespund): 
y 4 
: 2 2 2 
gi coli i ea NOE e e ala pap 0 
29 ov: 29 02 -- 2 
1) i) 


Punînd în (5) = 0 (condiţia de oprire la înălțimea maximă), găsim 
înălțimea maximă la care ureă corpul: 


ha = A 021061 + 43/03), (6) 
23. 
b) La coborire: 
mg — ho? = m Se (7) 
| zii ÎI 
Separăm variabilele și integrăm : 
mo m dv 1 dv 
di = ——————— 3 02 - 


mg — ho? Ok mg|lk —2 g 02—92 
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Amintim integrala : 


[= dr pate argth — e (8) 


q2— 30 20 d—a a a 
unde „argument tangenta hiperbolică”, argth z/a, este funcţia inversă 
„„tangentei hiperbolice” : 


a i: EA 
(UI ge (69 ei i [ee ae De) BI e i 0 e e 
a a a 
Atunci integrala noastră devine : 
| de d [) & 
dt = f—=— 02 e stagii —— argth me a C, 
d pi C 


unde constanta de integrare se determină din condiţia iniţială : la t = 0, 
e = 0, atunci rezultă C = 0, (argth 0=0): 


Lă * ț 
(= argth <<, vo =cthY. (9) 
q C G 
Se putea integra şi definit: 
Li v 
di =t = 1 c2 (. =  axgth =. = al oth î - 
g C2 — 92 7, €_|o q c 


1] 
Continuăm integrarea pentru a găsi x = x(): 


desde ar trlai, |az= acţ a 
c 


Amintim integrala : 
| az da = a Inch az, (10) 
atunci integrala noastră devine ; i 
% = ju Ta == că Inch JE + 0, 
c 9 c 


unde constanta de integrare C' se determină din condiţia iniţială : 
pentru îi = 0, 2 =0, (ch 0=1,ln 1—0), rezultă 0'=0: 


iza Emite UE. (11) 
9 c 
Se putea integra și definit: 
x Li 
i L 
(az E 25 puf dt = Ep inch JE Ei e? Inch It, 
c 9 ch 9 C 
[4] 
Timpul de coborire se poate obţine din (11) punind condiţia z=h (6): 
he = pă 02 In(1 + vâ/c2) = A, e? inch 9 , 
29 9 c 
TIPI PT: gt , C TI faz 
Vi pole: = ch, = —argehV1 pe. (12) 
c 9 


Amintim formula : 
argch e = + In(a+Va:—1), e 31, 
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astfel încit d de ră mai poate scrie i : 


= — —argeh 1 pp re? = — mila (1 27 je? — vele). (13) 
( 

Viteza cu care corpul ajunge cf | i putea g găsi în principiu intro- 
ducind pe t' (13) in (9). Dar prelerăm să săsim z = X(v) astfel: 
Înmulţim ecuaţia (7) cu da: 

do 
(îng — hr?)da == m-——da = mrdr, 
dt 
(aceasta este forma diferenţială a teoremei variaţiei energiei cinetice: 
AL = Pda == UE, = mrdr), Separăm variabilele și integrăm : 


mo m d(—2 1 „ d(—2 
da Io e ti Pe Sms DI a A) 3 
my — he? 2 mg hk—c? 20 cină, 
1 „( d(—c2 ] 
Că o ÎN pe ) = — — c2 In(02 — 92) + C, 
d c2 — 2 29 
unde constanta de integrare C se determină din condiţia iniţială : 
1 c2 
la î = 0, avem az =—0,r =0, deci 0= — —c21Inc2+ 0,0 =—'Inez, 
= 2 
> ge « -Ic2 
z = In m cal), (14) 


-9 e2 ni p2 


x v 
c? ( d(—22) il SL: aaa. 
de = a = —— ( — = In ei 
29 ce —s2 29 ie 
(9) (9) 3 


Dacă punem în (11) « — le (6) obţinem »': 


SI i au 2 2 Jc2) ] va 
po = cl — )= | ) sa : 


EI 
1 toje2] 1 + vă]? 
= cp: VI je = 1 :VIleă F Ile. (15) 


(1) 


Viteza limită, maximă posibilă, se obţine cînd forţele își fac echilibru 


xx 12.151. a) F cosa — u(mg — Pina) — he = ma= 


(atunci în membrul Mept a = E = ==) Și pape 
( 
l ' 
Cc = —[Pcosa — u(mg —F sin e)]. : (2) 
b) Folosind (2) putem scrie (1) astlel: 
] + 
e — le = mo (3) 
at 
Separăm variabilele și integrăm : 
; : 
di NR 98. AR pese e se boieri ie pa sana ŢI 73 ale 0], 
li e—v E )e—v 3 
unde constanta de integrare se determină din condiţia iniţială : la 
i = 0 avem e=0:0=l|nc+C, 0= —lInce, 
— e 
fi ce E pg ia poe — em). (4) 
ÎI; c AT a 
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Se putea integra și definit (limitele de integrare se corespund) : 


Se vede din (4) că viteza limită e se obţine teoretic pentru t — co. 
Continuăm integrarea : 
ch 


"da ==:0d4, (ao = e = fea — ema = ct + i Să maj Gr, 


unde constanta de integrare 0' se obţine din condiţia iniţială; la t=0 
me me 


avem + = 0, 2=0: 0=— +0", 0C=——, 
ÎI: e 
m p de 
z=cb+ E (a-ti — 1), (5) 
vw 
Se putea integra şi definit (limitele de integrare se corespund) : 
a ţ 
3 kim Li, kL/m | 
de = e =to(l—e"")di — ot + o—ei| , 
v v 
v „0 | 
Dacă introducem (4) în (5) găsim :: 
me e v, | 
CE arte (6) 
h > c 


Această ecuaţie se poate obţine printr-o integrare directă, înmulţind 
ecuaţia (3) cu da = rdt: 


(e — v)dz = Ls, vdt = mo dv, 
dt | 


(aceasta este de tapt forma diferenţială a teoremei variaţiei energiei cine- 
tice : dL = Pda = dE, = modv), 

| mrdo m o—c-e 

— SR eee d La) 

(e — 9) Ii C—r 


ja e uri PRAID AO i sea | ilie je 
he e—r Ie i ci 


m 
> 2 [e — cele — 0) + 07], 
k 
unde constanta de integrare 0” se determină din condiţia iniţială : 
la îi = 0 avem o =0:0 = —clne + 0”, 0” == cnc. 


m C ă 
g= —|—o+eln— |. (6) 


R 
| 
| 


v Qi = p 
Se poate integra și definit (limitele de integrare se corespund) : 


bi v 


dp goe IB (=: : ar = 2 (0 —em Ey, 
[A e —9 je e 


[î) 


xx 12.152. Fie z<!] distanţa cu care intră pe asfalt frontul 
saniei. Atunci forţa de trecare : 
gi Um] 


, (1) 


F, = mg = ha, k= 
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iar ecuaţia principiului Il al mecanicii dă: 


7 ) ” 
— MmQ— = — ha = ma = m— = MI = 
CI ag ) (2) 
i Da =osu i a =0 sa + ata =0, 
o = Vugii =Vhlm. (3) 


Am obţinut binecunoscuta ecuaţie diferenţială a oscilatorului armonie 
a cărei soluţie este: 

z = Asin(ot + a), (4) 
unde constantele de integrare A — amplitudinea şi az — faza iniţială 


se determină din condiţiile iniţiale. 
O cale mai fizică de a găsi soluţia ecuaţiei (3) este următoarea. Înmul- 


: : dz 
ţim ambii membri ai ecuaţiei cu 2 d = 2%: 
d 


2 pă + o?ua —0 sau (22) + o2(22) =0 

d d (ua E 
sau — (1)2—+- wo? — (22) = 0 sau — (22 + w?a2) = 0 

di di dt 

ceea ce înseamnă (prin integrare) că 
E, i 4) 1 D x [d 
L2 + ow222 = const sau — ma? + — ha? = E = const, (5) 
9 (7) 


(= mo, E=FE.+ Ep), 
deci această primă integrală reprezintă legea conservării energiei ; cons- 
tanta de integrare din (5) este chiar energia care se conservă. Scoatem 
viteza din (3) și continuăm integrarea : 


Ci L n 
Vb — V2E/m soimi l:x2m — d: = de unde dt = 2 zl] 
dt V2B|m — o2a? 


i 


di = t—tbp = TIE. ep = w aresin —— 
)/2E] [m — o?a? Em 
10 
| ja a : A 1 E 
% = — V2E/msin o(t — i) = A sin(ot+ a), (» == 2 ra2) . (6) 
Lî3) a 


Revenim la problema noastră. Constanta a din (4) se determină din con- 
diţia iniţială : la t == 0 avem 2 = 0, deci a =0; 2 =A sint. 
Viteza este 
D= 5% = oA cosul. (7) 
Constanta A se determină din condiţia iniţială : la î = 0 avem v = 
do =oĂ, A = 0, atunci 
1 ; 
P = P90OS ul, £ = — boSinot, ze sl. (8) 
» 
Condiţia de oprire și timpul pină la oprire: 


a: să A (un siert de 


— 0 = ucos rail di Bă aripă 
= 0 = Vycosot, vi [2 ag? perioadă”), (9) 
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dacă distanţa pină la oprire „sl: 


zi ă 
. 


9 vo / hu Ca ro 
o o ug 4 


Dacă însă too >, adică l < ts/(u9), e Sia caleulim timpul t' si viteza 
” când sania intră complet pe asfalt: a = 


1 | ul 
| =— 9 Sin ot, t = — sii E = V— 1 arest, (11) 
O w to to 
D= tgtosot' = 091 — w22/03 =V3= o: Za 2 = Ve = ugl ugl. (12) 
De aici încolo sania lunecă uniform încetinit cu acceleraţia a — — ug, 
deci timpul suplimentar şi distanţa suplimentară parcursă : 
TR r* 1 Niger 2 
PREIA) ARDE | ma A SRI „i PE 
« 19 1 2a 
ia 1 
= — = deo — ul). (13) 
2ug 2ug 
Timpul total şi distanţa totală pînă la a vor fi atunci în acest caz: 
IA 
se A anenin Li i + — A isa: 2 vagi — ul 
ui uy 
i 10 
L = + —— (8 — sd dacă l<--. (14) 
E, ug 
+ : 3 do 
1.2.153. —ko5 — ma = m—, (1) 
di 
Separăm variabilele și integrăm : 
md m [de 
dt = — e NA m te i ENE e au 0 
kv3 l ) o O 2hko2 
unde constanta de integrare se determină din condiţia inițială : 
la i = 0 avem o = 0; rezultă C = — m/(2h+3), 
m 2 2 ERE) [i 
i = PRL dia A c2 = 1: (1/ro + 2kt/m). (2) 


Se poate integra și definit (limitele de integrare se corespund) : 
Li 


Ai si eu i (do _m 11| m. = Es 
l | 3 Oh g2 Op le 2] 
Lă!] LI) 


Continuăm integrarea : 


Î 
da = vi, dz =2= | vrut =(7 mai eee a — Vi - + 2him + C', 
Vih 108: ot 22 Piti tim ÎI; 


unde constanta de intezrare se determină din condiţia inițială: la 


1 = 0 avram 0 0 = i ȘI dai + 0, C' = — mi(leo), 
+ ip tă + 2ktim — 1/09). (3) 

Se putea integra și definit fiimiale de integrare se corespund) : 

E; Ă ! 

! n 
(ao = pă carea aa e IZEI |. 
EU, 1 jeg + 2kt/m hk | 
U (3) 
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Introducem ((2) în a(3): 


Die a ab — 1/9). (4) 
v 
Putem obţine această ecuaţie prin integrare directă inmulţind ambii 
membri ai ecuaţiei fundamentale (1) cu dr =—adi: 


de 
— lrsda = m — rd = medr. 


Ut 
Separăm variabilele și integrăm : 
mie m dr m 
da = ——, bd =2>si— = —+ 0, 
AC Î bai : e 
unde constanta de integrare C” se determină din condiţia iniţială : 
bună 
: m A m 
la ţ=—0 avem t=0 Sia : 0 — 4 0, 0 a ——, 
IA leo 
m 
= (e le): 
[A 
Se putea integra şi definit (limitele de integrare se corespund) : 
Ps v i y 
| m de ml mul 1 
dr — aq =-- ee e SE A — ——— |. Sa Î 
Il; (î k o ll Ta 
O To Li) 
Punem în (1) condiţia la margine: a =h,r=r 
m 1 LR | 
= — (le — leo, —=h: (ur == 1/20), (5) 
e [A 
pe care o introducem în timpul t(2): 
| y = 
Le MI? — 1/02): U/s' — 1loo). (6) 


— 


Timpul de traversare cerut se obţine de aici punind pp =: 


1 . l , 
Ta pa (1/2 — 1le%: (Ulf — 1/09) = 7: h(1/e = 1[vp) = 1,67 ms. (7) 
xx 12.154. a) Luăm un element de fir de lungime ds, care subintinde 
un unghi la centru infinit mic 40. Cele două tensiuui de la capetele sale 
dileră “infinit de puţin între ele (considerăm 79>7”, d7 < 0), de aceea 
rezultanta lor este la limită (Vd. figura): 


Ay, 1275R 
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2 T'sin E. PR ATi u = LUV, | () 


4) 


2 2 
această rezultantă reprezintă forţa de apăsare normală. În cazul lunecării 
forţa de frecare la lunecare pentru elementul ds considerat va îi: 

AF; = pă = u00, (2) 
Iza limita lunecării (cînd firul este gata-gata să lunece sau chiar a pornit 
să lunece întinit de puţin) acceleraţia este încă zero și avem încă satistă- 
cută condiţia de echilibru pe direcţia tangenţială : 


UZ = = AI, = = a TD. 
Separiun variabilele si integrăm : 
AZ AZ 2 
p = — ud, E = —ud0, In Taz —u0U+C. 


unde constanta de integrare se determină din condiţia la margine : 
pentru 0 — 0 avem T ae pt 00) SI Ba 0 


In 7 = — u0, 4 ze i ip eu, (0 dj z). (3) 
U 
Se putea integra şi definit (limitele se corespund): 
3 Li] 
AP si, E 
Ea 40, In — = — 10, i AD prtiă, 
Zi iN 


Te j 
b) Punind în (3) condiţia 0 = g, găsim raportul tensiunilor de la capete 
la limită în momentul lunecării : 
? rp — rp ? . 
Ip eat, SD eee, - (4) 
c) Condiţia de lunecare este evident (4) în care tensiunile sint greutăţile 
respective : 


| 1 [ia Dei, (5) 

1819 — Di = 0 "Le — Ma = May La = Perie, (6) 
a = 9lmulma — et"+1*)]: (m,/ma + et2triu], (7) 

T, = Debntie, Te = 2 i [a mg + 6024) , (8) 

DT, = Pg 9mgg|el2ri a — 1]: [mfa belea), (9) 


** 1.2.155. Pentru un corp cu masa cariabilă avem ecuaţia (1.V. Mescerski 
1897): 
.) 23 24 „dm 
P + PF, = ma, unde F, = Orad ş (1) 
ssd i 
unde /', este forța reactivă și &rey — Viteza relativă (faţă de corp) deexpul- 
zare a masei. 
în cazul nostru, F-—90: 


dm i ME i sa AR 
Cre — = 0 = Mp (E = tre —y 
di dt [IL 
v 7 
5 dm E IT) , n 
dă = 9 fra—— = Pre În — = — Cre ln E, (2) 
m mo m 
Ni 29 


Viteza rachetei este opusă vitezei de expulzare a gazelor. Cind masa 
rachetei se reduce la jumătate, viteza atinsă de rachetă va îi: 


, [j; —=— „APA In p —— 0,693 Du = —0,1 DP pege 
Abia cind masa rachetei se reduce de e ori viteza devine 5 = — fra. 
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** 12.156. Pentru un corp cu masa variabilă avem ecuaţia (1.V. Meş- 
cerski 189%): 


PF + PF, = ma, F, = 9ra — forţa reactivă. (1) 
În cazul nostru : 
i e je 0 de ; dm = 
ME — Cre =— m — Sau £ di + fra —— = df. (2) 
d dt m 
Integrăm. : 
vw Li "x 
i a se _ „dm m 
U D= 0 — Li —- 4 di — Vre] Eee: —— gt - Tae In aa 
m mo 
vw 0 mo 
[1] 
5 = Bo + Et — Frei În (mo/m). (3) 
În cuzul lansării rachetei pe verticală din repaus, avem : 
9 = [ora] In (mo/m) — gt. (4) 
Condiţia de desprindere de Pămint: 
; dm | "dm | dm _ m 
IT, 2 3hog, tre | > Mog sau D =|-—|= — 2 a 
| a! ae | d loa] 


unde JD) este debitul de ejectai re a gazelor. 


&x 12,157. a) Ecuația mișcării unui corp cu masa tariabilă este (L.V. 
Meşcerski 151 me 


PARI Ai » = mă, F, = Pia — forţa reactivă. (1) 
În cazul nostru fă -0; 
dm 5 de 
Ye ——— = MA = M——, (2) 
dt dt 


Proiectăm această ecuaţie pe direcţia de mișcare a navei (pe direcţia 
vitezei & și pe direcţia transversală, perpendiculară pe direcţia de miş- 
care a navei (pe direcţia normală pe viteza navei), în sensul spre centrul 
de curbură : 


do 
O= ma =m—,y, (3) 
di 
dm > 
za: Yrel ——— = Mp = | der . (4) 
dt R 
Din prima ecuaţie rezultă » = |&| = const — op, adică viteza navei rămine 
constantă în modul. Pe de altă parte (vd. figura): 
du SI. de 
|d| = 2r sin = d6, d6 = | i 
PA Li 


Luind modulul ecuaţiei (2) avem 


| Trei N | cm imp d =" IP), 
| di dt 
asttel încît ecuaţia (4) devine: 
— trei i DER n m să ) 
di R dt 
dei qg 0 2 rea dm rea dm 
Li pm Vo 7 


[55%] 
it 
G 


Integrăm (limitele de integrare se corespund) : 


Li) m 


v dm [D m e m 
40 = 0= — i — = mei m, (5) 
to] 21 v0 mo re m. 
IȚ) z A no 
Se poate integra și nedetinit : 
r dm t | 
40 — 0 = —— = — (nm +0), 
unde constanta de integrare C se determină din condiţia iniţială : 
la 6 = 0 avem m = mo: 0U=lInmo+C,C = — In mo, deci 
1 P 
0 = — de În (my/m). (5) 
LA) 
Din ecuaţia (4) rezultă prin separarea variabilelor : 
dm p2 
eee sili dece = ——— rşdt, 
11) trea.R Rtre 
care integrată dă : 
m Li 
dm 1 m ME 
n = — ră dt, ln — = — vel, 
m tre no ÎTI iei 
mo 0 
l o i] 
m = op exp 1—— cale. (6) 
Rise 
Se poate integra și nedefinit : 
dm 1 VI 
| — = n m= — zbat = — va —- C, 
m Rve trei 


unde constanta de integrare se determină din condiţia iniţială : 
la t = 0 avem m = mg: In mp = CC, deci 


fig. 12571 ! 


fin, 121692 
Mișearea circulară 
1.2.159. vc = 2va Sin ot, toma = 2 ol = 10,0 m/s, demax = 202 = 
= 50 mM/s2. 
1.2.159. Perioada 7 din enunţ este față de stelele „fixe”. Pămintul 


are o miscare de revoluţie în jurul Soarelui de 365 zile, cieaceea trecereu 
Soarelui la meridian „intirzie” cu 7/365: 


m — 23 56 min 4s( 14 ah. 
365 


137 


N 
j 
IRI ic i 
Pai 
| Pa : 
Er i 
SEE 07» 7 SI 
p A 
- 
Fig 12038 Sb | Aptz0e 


1,2100, AL a Lei, T,) = Lli zile terestre. 

1.2.161. Un cere orizont: i La solstițiul de vară (iarnă) cercul este 
la înălţimea unghiulară de 23%30' deasupra (dedesubtul) orizontului, 
iar la echinocţiu cercul este chiar la orizont. | 

1.2.162. La echinocţiu ; un semicerc cu inălţimea unghiulară maximă 
de 2330” deasupra sudului. La solstițiul de vară: un cere care atinge 
orizontul la nord și are înălțimea unghiulară de 17" deasupra sudului: 


1.2.163. tez =— [mo?rsino]: [mg—m o?rcosg] 2 oh sin 29, z = 


. | l 
= BR Sing 5 — ch? sin 29, Vans SI FE a 2R> = 10 km, (o = 2r[T). 
2] 24 
N 
i Ma: 
N 
R * A 
N 
N 
N 
x, 
fi, 1216038 fig, 12 %64R 
d —_ 
1,2104, ta 7 '>u je = =— 12,5 min. 
4) A 
1.2,165. a) 7. n 7”) — 30,33 zile. b) În T, steaua se 
756 
24—9n- . _0_ azi 


ueplasează faţă de ca cu 0 = (oy—o)T, --27 -30,2 25 97 
"m . i. pat piloti size E Bania a 
= — = număr raţional, atunci 7, = NT, = 15825 zile și eclipsa se 


i 
Bă 


produce la intervale T; în cele N puncte de pe ecuator. 


P 5 


Fig.1.2858 c,-c ? 
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la 77 


1.2.166. [î/b)] = = 9, | = —— — = (a AL ] )I _ nb/2) — 1,67 s, 
D Do 
[ | i 
12.167. he = pa (oo 001) : (Wa 0) - D.b n, (Ș) 3 (0 —- or = 
= 0,25 rajs. 
(*%) 1.2169. 4 = sin0 + asi cos20 == î(0), -- i . (1) 
20 


h este tuncţie de 0. Vonănule de extremum este anularea derivatei 
(0): 


I"(0) = L cosb — E cos sin ==, (2) 
og, (| 
de unde COsD =.0, 0== 4-90, h== il (3) 


ŞI piatra pleacă «a orizontal, uiti hind minimă (soluţie banală). (C'ea- 
laltă soluţie (dacă,z? > 19) : 


sin 0 == sie Vuia: IL) = 0 ABp 0 za 14792, (4) 
dă înălțimea maximă : | 


fig 121688 9! Ag 127728 
ia 3 1201(2902) 4 042) = 212 m (5) 
Soluţia (1) se poate ca și elementar, fără derivate. În adevăr : 
h = FUn6 E: e -- sin0) = = i(sin0) (1) 
29 


este o funcţie pătratică în sin (graficul este o par rabolă) care are un maxim 
(a = — 22/(29) < 0) pentru 


nd = | - 2 = Ei isi, (4) 
2 2[ — 2/(29)] 
Or, sinusul este monoton crescător cu unghiul 0 în primul cadran. 
Cazurile extreme (,,marginale”) 0 = + 90” se studiază direct, 

1.2.169. Dicapta. _ 


12.170. n > a -Voltuk) — 0,80 rotis. 


da 


1.2171. o >Vumyl( MR) = 240 rad/s, 
m. 


1.2.172. oa = 9; taae = Vu == 
: S 

1.2.172. Cumax = u(g rR) = = 2,4 m/s2, resp. î,t m/s2. 

1.2.144. + ae = Puia 1 PF 02/ (62) = = 0, 205pe 90: Es 


N ARE 
— SIN — ], Tmax 77 10 m/s, 
2R r. că n 


113 ia st VE (« OS 


PIN pg 127738 fig 12.775 


1.2.176. u>(9R + v2tga): (gRtga — 0?) = 0,38. 


AI fig 127%68 fig. 12.177R 
1.2.177. tg(a + 9) = ta /(R9) = 0,5774, e = 10%; gRig(a — 9) = 


= tân Pau = ll m/s. 
;  —————— d. 
1.2,170. ia Due = tel (e + B):tep= j (u+tgB): (1 — utgB)= 


sa A 45 


n 


a Fig 12100 b 
1.2.179. cos = g/(o?R), a) 0 = 0, b) 0 = 60, h = R(L —cos0)= 
== 19,6 cm. 


: . , 
— ——. 


N 
ÎN 
N 


/Zp12100R 
1.2.180. R = Vi? —g2loi = 0,19 m, dacă o >V9]l, altfel R=0. 
1.2.181. 7, = 7V(9 cosaz) : [(g—a) cosai |] = 1,19 s. 
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1.2.182. N = V2gh : 2mv) 3 rot. 
1.2.183. N = 4x?ămM : ((m+ M)T2] = 4,0 EN. 


4 
1.2.194. n, „ a : VIE ZEI = 0,56 rot/s. 
T 


i daca Fig 121458 
II. . 


1.2.185. tan =V9k: sine = 4,9 m/s, pentru «= ge. 


1.2.186. «w = [E] cos — Cos 2) : [arm cos€ | =— 1,42 rad/s. 


1.2.187. v, = (1/cosa)/ Rgsin (a—9) : cose = 0,23 m/s. 
1.2.188. i: — mtga/R = 1:10-2 kg/m. 


fig, 12.759R 


4 
1.2.189. vaoe = Vug : VIȚEI Isi) = 14. 
Ș 


4 
1.2.190. wma = V9R : VL Ida) — 14,6 ms. 


Ap12%0P  fnaz ma, 
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1.2191. 7 = oz L :Vg9 II mem) = 12,56 s. ge A 
12.192. AV = Ar: V(Az/AD)? — 0/12 = 0175, R' = aAt/Ao = 80m. 


4 
1.2.193. v» = VRVuzg — E = 17 m/s, P= mape = 11 EN. 
12.194. 7 = masin?a : |] cost (a—8)] = 250 N. 


e 
Ag:12.195R Pap 
» 


12.195. N? = (mg? + (ma RE + 2mg: (ma3/R) cos0, p = 4Rsin i A 


12.196. o? > getea : (D/2 + htga), deci (h — 0) n > /2gctga/D= 
TE 


rot 
= 0,24 —., 
S 


2 
(ip, 121%R Ap. 12097 


„1.2197. cos = g: [ir?n? (R—r), 06= 60, (0 = 0 — poziţie ins- 
tabilă). 
(*) 12.198. Considerăm un element de masă dm al lănţişorului care sub- 
intinde un unghi la centru elementţar d6 (în radiani). Lănţişorul fiind 
; 5 „dm 40 : ” 
uniform Şi omogen avem — == —., Asupra elementului de masă dm 


Lă 


m 27 - 
acționează următoarele forţe : dm: — greutatea vertical în jos, AN — 
reacţiunea normală a conului, și cele două tensiuni 7 de la capete. Com- 
punem întîi cele două tensiuni : conform figurii rezultanta lor este 
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i [,/ 
dW'cos a 


——————— 


fig. 72,793R TA 
IL: () 
RA | SIN aL] == 27 [sin | : 40 (1) 
E. IE 2 
Dar 
Sin e , 
1 cînd a = i O pt (2) 
i | 
— Ri E .: A 
deci iara Du — 1 deoarece este limita lui sin E : a cina A0 ap 
[3 . . 9 


- - - 


= 0 sau altfel spus totdeaunu sin dz = dz dacă dz este infinit mie 
(în radiani). Prin urmare, rezultanta este Td0. 

Merită reţinut acest rezultat fiindcă va interveni și în alte probleme. 
Elementul dm avind o mişcare circulară uniformă, acceleraţia sa este 
centripetă, deci ecuaţiile mişcării pe direcţia verticală și pe direcţia radială, 
centripetă, sînt: 


UN sina — dm 9 = 0, Td0 — N cosa = dm: oh. (3) 
Înlocuind d0 = 27 ai şi eliminind (N, găsim ; 
2) 
T = 2 (p ctg 270 e 1,30 S i 
= Ut z+o c) = 150 N; P-..: 


Problema se poate rezolva și fără a folusi dilerenţiale, ci judecind cu 
variaţii foarte mici care deseresc (tind) către zero: Am, A0 și cunoscind 
faptul că pentru unghiuri mici « < 6” avem binecunoscuta aproximaţie : 
sina a (în radiani), care este cu atit mai precisă cu cit a este mai mic, 
adică sing = a cînd a = 0 (adică la limită sin  — a). 


=) 


1.2199. 7, = (moReos B—- mg sin 6) :sin(a-: B), Da=(moheosz — 


— mg sin a): sin (a + B), dacă w2 Vgtaaj R). a) Dacă 8-<a, atunci 
E, E. T, şi se rupe întii firul superior. b) Dacă 8 >> a, pentru ce = 


= A (sina + sinf) : (cos a — cosB) avem 1, = To = pg = mg: (cus e — 


— cos 6), după care 7, > 7,. Pentru 7, < 1, se rupe întii firul superior, 
pentru 7, > 29 cel inferi ior. 
1.2.200. N. 5 = mgcos pcos(a4+ ș): sin 2a = 4,73 N, resp. SAN. 
1.2.201. v/u = Vig (a Foj:tee = 1,2. 
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1.2.202. 


n ei YI RI = 20 m/s, u = *â/(Ro9) = 0,245, « 
= 13946, tg a — pile 12 a! == 110977, 

1.2203. a = = glia) — == sa 10 m/s?, u > 1/(2R) = 0,010. 
12.204. u == 1 21 RE -- 1/(4s2) = 0,20. 


1.2.205. vu 


= (9 —atg o):(a-+-gtg a) = 0,33. 


1.2.206. 0 = e = 30%, F, = mgsin e = 294N. 
1.2.207. a, = g sin? a(m, + ma) : (m + ma sin? 


fig 12.20% 


fig. Adi RR 
-X* 


1.2209. a, = au, 9 = = RUA SL Ei - 0), 


sd Se = VR(B + 200 : 2/4 FB O), 
C 


ds = vd, |ae = = (ra see 
= (rara + Bi Ci dt = ic Î SOȚ A —..Br- 


L Cp 
+ 4A0 — B2 di | 
80 VA FBI CE |] 

unde ultima integrală are expresii diferite ui semnul lui C și al dis- 

criminantului, de exmplu pentru 0<0 şi = B2 — 440 >0: 
ceia BEE = neintui dNOIE PE + const. 
VAJLBILOb: V—0 VB: — 440 
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e 1.2.209.% = = = 8 = 8et?, t = Vof3c), 


W4=—= [)) — 6ct — 6c/ »/(3c) — 2 3co —— 6,0 m/s2. 


e 1.2210. = e = 0 = 0(0) = b — 3et, 


o=0=b—et, ta = Vbl(3c), 


A0 Ș. 2 
ZE —— —— —b 
sa, AO 8! 
d 
CO = — 0 = A ! = — oct 
d (£) , 
Aw (a) b 
(e) = — x = === 
tm Vbl(3c) | 
sa LD ONuay 2 OD a NOL mn CO i es ai, 
dt dt dt 
| (n wo w? z î 
pf = — = ——— = — nu depinde de PR. 
d ch e d 
C l 
Ri e tii ș„duw = cdt,ldo = co =4 edt= se All => — SE. = C, 
dt (t + e) ie 


unde constanta de integrare se determină din condiţia iniţială : 
b 

la îi = 0 avem o =0: 0=——+C,0C=bfe, 
c 


Ag, 
177, 122170 


“7. 7227489 


Se poate integra și definit (limitele de integrare se corespund) : 
A) Li Li Li 
4 bat b b 
do = a = cat = = — ea pa e +—, 
(6 + o)? ie] te! o 


(5) 0 


10 — c; 76 


Introducind în (1) găsim : 


A e Ai | (3) 


e c2 


lg = 


e 1.2212. a) Volunul de bandă înfășurată în timpul t este 
(R?2 — R3)b — bhogt, de unde 


per ES hot, (1) 


Le 7 
at 2% E 
b) W = to/h = ti: az iri lot, (5) 
| 3/2 
E == do => luca 3 (+ + 4 hcot . (4) 
dt E ri Ti 
Propunem cititorului să calculeze momentul cinetic = [o = î() 
( — momentul de inerție) și momentul aplicat M = Se | 
( 


(=) 1.2219. Să calculăm acceleraţia pentru un unghi de deviaţie 0 vare- 


209k=-A 
qi APE i | 
a; Ei A 
a: VA 


30 oc 


7 | cos Zeosu 7 cos 


4 


ui RP 3 SI O cosa 
77 4 5 
8 
care. Proiectăm ecuaţia ma = mg + T pe direcţia tangenţială si cea 
radială (normală) spre centru : 
ma, = MgSin0, man = mozjl = TD — my cos. (1) 


Ecuația de conservare a energiei dă : 


l 
mh = myg(l cos — l cosa) — = mr = man; (2) 
de unde acceleraţia totală : 
2 = 02 + ai = g2(3 cos20 — 8 cos acos0 + 4 COs2 a - 1) = g?f£ (cos0). (3) 


Problema se reduce la studiul funcţiei pătratice în cos0, pe intervalul 
(cosa, cos0 = 1). 
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Reamintim că o funcţie pătratică f() = aa? + bo + e se reprezintă 
printr-o parabolă care gi în extremum pentru 

m = ), fm = — (b2 — 4ac): (4a), (4) 

minim, dacă 4 >0, ii poa ei se obţine şi cu ajuţorul derivatelor. 
Extremul are loc acolo unde se anulează derivata : 


(a) = 200 + b=0, dm = —bi(2a), î'(a) = 2a, sen t” = sgn a. 
În “cazul nostru (2 = cos): 


4 
t'(cos0) — 6 cos0 — 3 cosa — 0, COs0p = — Cosa 
) ? , 


D 
: 1 [ 
4 rr - 
Q2, = p! ] — — Cos? iz], i (cos) = 6 >uU; (5) 
| : "3 7 
Deci există un minim dacă (vd. figura) : 
4 3 Oc 
Cos 0 = ——c08 u< i cn % > Um = ALC si ia == 4] 29 
(6) 
A a 4 i 
Go = gî| 1 — Fi cos?a | > 0. 
Să calculăra acceleraţiile de la capetele intervalului : 
0=—0: ap = 2g (t—cosa), (normală), (7) 
0= +a: de =gg Sina, (tangențială). | 
Raportul acestor acceleraţii : 
a o l ci 
ja = 2 tg — ao = de Pentru a, = 2 arctg —- — 535, 
e - Di 
pentru « < ae — do Le, “e. CĂ 
pentru a >> ae — Go > Ge. 
Intervalul a (0, x/2) se împarte astfel în 3 subintervale : 
- LI 3 . = 
A) a < am == 41*25', adică cosa >> FT, (sin a < / 7/4). (9) 
4 
În acest eaz nu există minimul d Și cp < de, prin urmare 
RR a sin a i | Ci 
HN = ae dă ei e 5 Pap e == > Le = 1,32, 10) 
Umin do 2(1 di €0sa) dtp sai ( 
& ..: E 7 ; 
tg == ;. dacă n> — = 1,32, atunci a< am = 4125! (11) 
> o ae ) ) 
p/ ah 2 
«a scade monoton cu creşterea lui n. 
tă da 3 3 
b) a € (am, &.) sau a € (41*25', 53"8'), adică cosa € (3 -) (12) 
5 
În acest caz pastă dm = Cin ȘI max — (le; Prin urmare: 
(e max e Sin a + 4 
SE da e E a AIE a eh ta) 
maia = i costa E 
sina => Timea » Scade monoton cu creşterea lui n. 
N — 
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C) a > ge = 53"8 sau Cosa < = (14) 


În acest caz există am = Cin ȘI Cana — do, Prin urmare: 


m — dm — do — 2(1 —eo0sa) 
(min dm |: DR. COs2a% (19) 
3 
Aici n scade cu creşterea lui cosa (n crește odată cu a), fiindcă derivata 
E Cosa — 1 
pc co e A DAR NR (16) 


372 
( 1 DR. costa] 
3 


= 3 
este negativă pe intervalul considerat : cosa < ide 


6 — n 3(n2—11) 


COSA = ——————, (17) 

2(n2 + 3) 

d) Prin urmare, n poate lua valorile 
4 
> —=— Il 18 
3 i, 
iar pentru __ 

me(4//13, 2 (19) 


există două valori pentru amplitudine : una din ele e (284, x = 538), 
iar cealalta € (a, = 53"8', x/2 = 90) (vd. figura). 
du 


săi 12.214. E — Ea = A — Bo, 
separăm variabilele şi integrăm : 
do du A 
d =————— di = tb = ——— = — —InţA — Bo 0 
me Fi ) | E B ( PP 
unde constanta de integrare se determină din condiţia iniţială : la 1 = 0 
arii: & 2 0 — inta = Bad 48.4 = na = Bo 
PR, Rama A) — (25 aaje-o. 
B A — Bo B B 
Se poate integra şi detinit (limitele de integrare se corespund) : 
Li (5) 
lu = Să e = _Lyy4zBe 
JA — Bo B A—Boo 
0 w 


Viteza staţionară se obţine cind w = const, deci e =o = 0, adică vu, = 
= AB. Dacă o <o, atunci roata se învirte accelerat, iar dacă w > wo, 
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roata se va învirti încetinit, în ambele cazuri viteza (unghiulară) cw, se 
atinge teoretic cînd t = oc. 


i 1 
fig 12.248 fi 12.216 


d 
= 12.215. = > = 8 =s(i)=oAcos(ot+o), (1) 
do d  . 2, . 
a = e = aa 5 > SD = — 074 sin (ut + a) = — ot. (2) 
21 i 
Aa = FR = - w2A? cos? (ot + a), (3) 


a = Va + ai = oAVsinz(0t + a) + (A?/B?)cost(ot + a). 
Condiţia de extremum este anularea derivatei : 


la 
FA n 2 sin (ot+ a): Cos (ot-+ )—4(42/R2) cos? (ot+ a) - o sin (ot+ 2)=0, 


i (4) 

de unde rezultă. 
sin (ot + a) = 0, deci cos (ot+ oa) = +1 şi a = o?A?/R, (5) 
cos (ot + a) = 0, deci sin (ot+ a) = +1 Și ao = A; (6) 


R iii iii 
cos (ot + a) = + —>—, deci s = VA? R2P2 
( a) AJ> , | /2, 


este posibil dacă R < AV2, atunci 
min = o?AVI — R:/(440). (7) 
Prima, valoare (5) va fi un maxim dacă R < AV2, alttel va îi un minim 


(natura extremumului rezultă din variaţia semnului derivate). 
Se poate proceda și altfel. Exprimăm acceleraţia prin arcui s: 


a 


a = 02| s2+F (4252) n7. (8) 
Condiţia de extremum : 
VE 25 [1 — 242 — 39/R2] = 0, 
ds 
de unde 
8=0,a=o?:A?/R; (9) 
s = VA: —R22, aia = oVA— Bt (10) 
e UBB char i Anger IE, (1) 
Bă v2/R 
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Separăm variabilele și integrăm : a 


de le J . 
cteadt = RR, |ete adt = E E ctga-i = +0, (e 
a 2 5 
unde constanta de integrare se determină din condiţia iniţială : 
la î=0, po: 0= Să, GC, 
to 
i "ode 
ctgu ut = n(- za le EI mea Cl ip e (3) 
Ta 7 RR — tot ctg a 
Se poate integra și delinit (limitele de integrare se corespund) : 
Li XI v 
do 1 1 
| eta ja, ctea - i = — | = — e(- — =], (4) 
! zl 0) t To 


x 12.217. Fie la un moment dat t lungimea firului z. În acest moment 
firul este tangent la suprafaţa stilpului și viteza bilei este perpendiculară 
pe fir, întrucit firul este inextensibil și bila nu poate avea viteză pe direc- 
ţia firului. Forţa verticală de greutate a bilei este echilibrată de reacţiunea 
normâlă a planului orizontal, trecările sint neglijabile şi deci rămine 
numai forţa de tensiune din fir, care este perpendiculară pe viteză, deci 
nu efectueză lucru mecanic şi deci viteza nu se schimbă în modul. După 
un timp infinit mic dt, la momentul imediat următor t+ dt, lungimea 
liberă (neînfăsurată) a firului va fi a — |da| = e + da, punctul de con- 
tact al firului se deplasează cu |dz| = Rd9. Dacă « este lungimea liberă 
a tirului, atunci variaţia sa dz va fi negativă în procesul înfășurării tirului. 
Pe de aită parte, la limită avem o mişcare instantanee înfinitezinală, 
circulară, în jurul punctului de contact, cu raza x, deci ds — vit == zd0. 
Dar —da == Rd0, de unde eliminind 40 rezultă 


—dz Ldz 
dt E E, a Ca , dt air Ă (1) 
R Ryo 
care prin integrare dă (limitele de integrare xe corespund) : 
4 E aia a 3 an 2 
di = t= Sp iei, e i | Sr - (2) 
Ro 2Row | 2Ro 
U I . 
Se poate integra şi nedetinit :: 
ea ; tăz m ME a? 
t=—Vdt = — —— = ZĂL = — —— —- i, 
Rv Ro 2R0 
Constanta de integrare se determină din condiţia iniţială : lat = 0, za =: 
0 = —12/(2Rc) + C, C=—12/(2Rv), deci 
- ja: = m2 
| =— i ceas (2) 
2ho 


care ne dă timpul în care se întăsoară orice porţiune ]--. Punind l—z = 
— ŢI, rezultă timpul cerut, precum și timpul total : 

t = EJ2—PIERo) si tota = (280). (3) 
kk 1,2.218. Folosim rezultatele de la problema precedentă. Timpul de 
destăşurare este egal cu cel de infăşurare : 12/(2c). Dar mai trebuie uciău- 
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gat timpul intermediar de trecere de li desiășurare la înfășurare, conform 
figurii : zl/r. Deci timpul total cerut: 


TD = 2-12/(2R0) + dle = EA (, - = 200%, 


| CR 99 4 
ex 12.219. N cosa == mo/h, N sina —mg=0, (1) 
să A (rr 
— uN = m = m — | (=) 
AL 


V 
Li [4 
Ji 
/ 
ff, acid, Ap122 


Din (1) rezultă 
A ea mg: e R2, 
care introdus în (2) dă ecuaţia : 
de 
— um 92 2 n? + RR = m—. (3) 
d? 
Pentru a găsi <« = s(r) înmulţim ecuaţia (3) cu ds = ed: 


cc le (ls 
— vu g2 vi 2: Us = CU as = vtr Ș = ), 
a 92 —- op: - ds si dar 


separăm variabilele și integorăm : 


hRido h d(2) 
(ds II FI ZE — PRI, N OI 
a en > Veni 


ra — argsh - + C = In (a Vai FRa5+0, (+) 


unde funcția „argument sinus hiperbolice” argsh a/a este funcţia inversă 
„sinusului hiperbolice” 


ha l 
eh E p2 -L ţezta — ala), 
( 2 . 
În cazul nostru obţinem : | E. . Pă | 
P „2 A ușă 
ds sa A = — aa aurită —+0= i: 
tie e" Zu gh 
Rh (2 a VI Age) + c, 
2u gt 
unde constanta de integrare se determină din condiţia i ua: lat =0; 
— 0 și == to: E | A |) 
0 = — E, pp E. + 0 = — să, In (£ ani Vi + î/(geR? 2 
2u Țh ut ADR 
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atunci 


7 p2 hR ra (22 Pi 
argsh —- — argsh ) sai in, aa Vie ec A 
24 9R 9R 2u 02 + V gen2 i 
Se putea integra și definit (limitele de integrare se corespund) : 


(5) 


ja — 5 = SE E. sai, === mai. aresh ca | sz=3 
2 PR Du 9 | 
(î) LI Yo 
Spa în (o VI ep) = ete. 
2 (ge | | 


a A - - . . . ve La . Li - - - 
Punind în (5) condiţia s = 2x R şi » = 0, obţinem viteza iniţială necesară ; 


vo = gRsh 4nu = D= (617 — e—47u), (6) 
* 1.2.220. Pe direcţia radială, centripet, principiul II se scrie: 
PF — mgeos0 = ma?]l, (1) 
== lo A cos (ot + a) = +lo/42— 6, (2) 
( 
F = mgcos0 + mol(A2 — 02) = mgeos [A sin (ot + x)]+ 
+ mol A2co0s2 (ut + a). (3) 
as, 
7 4 
PL, 
a A: 


fig 12,220R 


fig 12.2014.8 


(*) 1.2.221. Luăm un element de lanţ ds cu masa d, care subintinde 
un unghi la centru infinit mic d0, (ds = Rd0). Asupra elementului de 
lanţ acţionează cele două tensiuni de la capetele sale care dau rezultanta 
centripetă (căci n = const): 


27 sin = ap = ae, 


(rezultat cunoscut). 
Atunci, lex secunda dă 


Ta0 = dmo?R = T ds oh = e RAO ir?n?R = mnldb, 


17 see sista, 
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de unde rezultă 

n = V7,/(mD) = 100 rot/s. 
Putem judeca și fără diterenţiale, luind elemente foarte mici As, Am, 
A0, care descresc (tind) către zero și folosind enoscuta aproximaţie sina = 
— a (în radiani) cînd a =0 (sin a a pentru « <6%). 


Forțe elastice 
1.2.222, h = 6,](57) = 60 m. 
12.093. Bis = ct V1—EE”) — 120 GPa, resp. 80 GPa. 
1.2.224. a) o = pR/(2d), se sparge cel cu rază mai mare, b) Trebuie 


h 
— =— Const. 


( 
(x) 1.2.225. Aflăm acceleraţia, : 
a = (P,—F,)/m. (1) 
Pentru porţiunea din dreapta a resortului avem : 


i m 
si: Al dala di (2) 
unde 1 este lungimea resortului. Înlocuind acceleraţia, găsim 
TI L i fii ni Lă 
T(z) = — Fii (Pn—F2). (3) 


Să găsim constanta elastică corespunzătoare unui element dz de resort. 
Amintim că mai multe resorturi de constante k, î = 1,2, -:-, legate în 
serie, dau un resort cu constanta elastică 1/k, = X 1/k,. Dacă resorturile 
sint identice, atunci: le = k'/n, (k' — constanta unui resort). În cazul 
nostru considerăm resorturi elementare identice dz legate în serie şi care 


; . i se l 
dau resortul nostru de lungime ] și de constantă k, numărul lor fiind pl, 
L 


; I'd i : : E 
deci ]; = “——. Tensiunea din resort variază de-a lungul resortului şi 
l 


asupra unui resort elementar dz luat în punctul z produce alungirea dată 
de : 
T(a) = k'3(dz), 


T(%) dz 


Y dx 
PP — => —— P — P —F, 
d(dx) [E T(2) Il | 1 ] (F, »] 


4 
AIA 5) 


Sumăm aceste alungiri asupra tuturor elementelor dz, adică integrăm 
și obţinem alungirea totală a resortului : 


u 


z dr i ] ]2 
A = F, ——(F, —F = — Fl — —(r,—F,)— = 
|| Pl Mi a la ll A 
1 îi ÎN PR i _ 
= a (ratei) SE e (da + Fo), (5) 


2 Sf "PP 
ca şi cum fiecare forţă produce propria sa anague sau, altfel, alun- 


girea este produsă de forţa — medie aritmetică a celor două forţe de la 
capete. Dacă forţele de la capetele resortului care îl întind sint egale, 
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obţinem rezultatul binecunoscut din statică A — P/h, unde P este forța 
de la un singur capăt, egală cu forţa de la celălalt capăt. 


LI) 
“în 


dp. 72225 fig. 122268 

Acelasi rezultat se poale obţine elementar, judecind astiel ; Conform 
formulei (3) tensiunea T(7) variază liniar de la F(x = 0) pină la P(x — 1). 
Dacă impărțim resortul într-un număr foarte mare de elemente cuale 
Ax, atunci fiecare element este alungit; proporţional cu tensiunea cae 
domnește în locul unde se atlă elementul Ar. Dacă tensiunea ar fi peste 
tot P =F, toate elementele Ax s-ar alungi lu fel și alungirea totală a 
resortului ar îi fost F,/k. Dacă tensiunea ar li peste tot 1=P, UL 
aungirea totală ar îi F,/h. Or, tensiunea variază liniar de la PF, la Pr, 
elementele Ax: se alungesc proporţional cu tensiunea, deaceea n na 
sidera o tensiune — medie aritmetică, care produce deci alungirea totală 
a resortului dată de formula (5). 
(x) 1.2.226. 1r,—Fo = (ma Ma, F, — 1 = ma, (1) 

de unde 

e, JM + Lam 


sa d —, 2 
M + m ( 

contoia problemei precedente EAROEUNI se va lungi cu 
P+T 
Alge e ni i: 

şi deci Ii arătată va îi 
L(2M + + i 

P = RA PC Lat pe (a Pt, 
201 + m). 2(M-+m) 


i (4) 

Dacă masa resortului este neglijabilă (m =— 0), dinamometrul indică 
forţa P =, atunci 1 vatiitot Fr, 

1.2.227. Dacă T,s2mg, atunci h = (7, — mg)/h. Dacă 7, > 2mg, 


atunci h — da. | -1) tă 1] = =9,0'cni. 
a 2: mg 


1.2.229. |; = Te te sc (E sin =) =— 100 N/m. 


0 


- 


l 


- 


1.2.229, Bă, = 0,ăv m. 


1.2.230. k — paie + fheă — a0]'=182N pm. 


(*) 1.2.231. Să considerăm un element de masă «m al inelului care sub- 
întinde un unghi la centru d0 (în radiani), astfel încit 


dm _ _: dO:.. 


- du Dee 


„E 
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Să compunem cele două tensiuni care acționează asupra elementului : 


[o 2) 

pl îi sn”. lar iu si ma 1 fiind limita raportului — a ad, cînd A0-— 
2 (0/2 A8/2 

> 0. Bezultă : 27 sin d — T 40 (rezultat cunoscut). Dealtfel, pentru 


— 


fig 122378 


A7.12.228R 
Lică 


unghiuri 4 — 0, sin a se aproximează cu unghiul a (în rad) oricit de 
precis şi la limită putem înlocui sing cu a, adică putem serie riguros: 
sin 10 = d0. 

Pe direcţia radială pentru elementul dm care se miscă circular avem 


Ta0 — dN = dm u? =, (2) 
ar pe direcţia transversală : i e 
AF, = dm a, == dm eh. (3) 


Să considerăm acum momentul critic cind inelul este gata să lunece: 
în acest moment inelul încă se roteşte solidar cu cilindrul zi fiind la limita 
lunecării, forța de frecare devine dr, — ud. 

Sistemul devine: 


TAB — AX = 2-40 et, pAN = 2 dea. (4) 


D= 
Eliminind pe d şi : 
T = BAL = BQErR — lo), (5) 
găsim 
t= VOzuT — mel) : (umel) = V (muz — lo) — meR) : (am) = 
== 100 s. 


1.2.232. N = m cosa [kg — o? (mg+ il sina)] : (k—mo?eos?a) se 
anmează pentru co: hp: (mg+ Il sina) = 120 rad?/s? < o, deci 
corpul se desprinde : | 


z = mol: (l—m?) = 994 cm; omas = him = 300 rad/s, cînd 2 co. 
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fig. 1.2.233R 


fig.12.232R 


*x  1.2.233. Să considerăm un element de masă dm situat la distanţa z 
de axa de rotaţie şi avind lungimea dz. Acesta are o miscare circulară 
uniformă deci rezultanta forţelor este centripetă și acceleraţia este cen- 
tripetă. Pe direcţia radială (spre centru) avem : 


+ 7 — (PD + d7) = dmo?, (1) 
dar 
dm = i-a da, (2) 
rezultă 
m, 
d7 = — ala (3) 
şi prin integrare (nedefinită) : 

TD = faz = — (notar = — Posh vas = — î o? 2 2 + 0 
Constanta de integrare se determină din condiţia la margine ca pentru 
gi | a aocatai 4 Ti pie ae n o2Î12 + 0, astfel încit: 

T(e) = g= mol? — 2). (4) 


Se poate integra și definit, ţinînd seama că limitele de integrare trebuie 
să se corespundă: (+, 7), («i =!1, 7T=0): 


0 li 
m RM al IE. i altii î 
dT =—4— ada sau —7 = —— 02002 = —— 0%? — 2). 
/ 2] | 2 
și x 
Reacţiunea articulației : 
1 z 
T(0) =— > mol. (5) 


1.2.234. o = 9: (lg cosa + mg/k) = 4,0 rad/s. 
(*) 1.2.235. Să considerăm un element de masă dm din fir, care subin- 
tinde un unghi la centru d0 (în rad). Acest element are o mişcare circulară 
uniformă deci forţa rezultantă trebuie să fie centrpetă ca și acceleraţia. 
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d0 


Oompunem cele două tensiuni: 27 sin — = Td0 (rezultat cunoscut), 
deoarece (sin -) - a — 1], fiind limita cunoscută 


cE, 


—.—. 


fig 122355 


(auitei spus, sin = =, sinusul unu unghi mic Az— 0 se aproxi- 


mează oricit de precis prin unghiul însuşi în radiani |. 


Legea fundamentală pe direcţia radială se scrie atunci : 


Ta0 = dm o?R, dalti — 40 ; (1) 
m 27 
deci 
d 
T = — mo?h = k(27zR —l9), (2) 
27 
de unde 
R = [lop/2r)]: [1 — mo?/(4x?k)] = 32 em. (3 
Firul se lungeşte cu Ai = 2z R — 19 = 101 cm. (£) 


vs 1.2.236. Aplicăm teorema variaţiei energiei cinetice: 


s$ s 


s$ 
1 > ] > s = — = 
tal La ai za am L =iFrdr = Ps = mas = mia.ds, 
. “o A) “o 
de unde rezultă formula cerută. 
În cazul oscilatorului armonic : 
ă 
sa pi 
p2 = 032 —— dr — 00 ——22], 
m m 


70 %9 


care dă legea de conservare a energiei : 


1 2 PRE RI! 2 miti 2. 
E. + By N + Z ha e Mea d = const. 


PY) 
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„x 1.2.297. Diferenţiem legea mișcării : ds = nb" do, ral) 


dar ds = vdt, 
de unde, separind variabilele şi integrind : E 
di =— nb*v*—2dy, (a ei (rer-ao (2) 
sil 
€ bi i + C, dacă nzl. (3) 
N— 


Constanta de integrare se determină din condiţia iniţială : la t = 0 avem 
s = 0 şi din legea mişcării 0 = bose, cr, =c/b: 
sl 


c nb 
0 == nb 0, 0 ——— 0, 
(a — 1)bn- Să n—l 
Rezultă 
E. nun=l a-l pi Rl] TI 
erati nl — bel), o = V(c/by-i + (n—Dtj(mb”), nz 1. (4) 
N— 
l 
ş = bo — cc; ds = văi = br, dt = : Se d 
t=blnv+0,0=blno+C, a vali 
i = b ini, p = vei = et, (5) 
to 
Se poate integra și definit (limitele de integrare se corespund) : 
[ PE: u 
țar E aha = nb" — => Blog by = 010, A > 
3 — 


v) 


. Vo 
respectiv pentru n — 


v 


e = Pr de = 6te. do ='0]b; 


Y 
«e ]1.2.230. ds — Su integriăm 


“m “m 

Sa = | ds = | vdt = aria $ de sub graficul vitezei = 2 Tim * do, (aria 
9) 

elipsei este 7 ab). (1) 


Să stabilim legea mişcării. Din ecuaţia elipsei, cunoscind semiaxele, dedu- 
cem legea ru, 


Mee ] 
ag. sizră — =1,= = vo L—t]8, za E ; da = vdt, 
dări că dt 
x [i 
pa | da: + vo Ze E, q (2) 
U 0 
Amintim integrala : | 
PNR eat | ps ooata 
(iaz da = — (= + a? aresin. =, (>: (3) 
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În cazul nostru: 
! Li 


D= (e pa dt = si [e - Wa, = — ii +a Sa = a aresin — 


-])= 
m a 


m 
LN) 


A ot Voci E DĂ a 
ant. pă VE, —42 <+ —Gy are sin = == — able lie 12182, 2/17, - = Toimarc SIN î K 
. “> + 

n _ - m 2 = m 


Pentru î — fu, TegăsIm 4 — m. Se poate integra şi nedefinit : 


CU fai C 1 
7 Es (a = 32 dt = [E = AIBE ti — [2 i — &, aresin — ] + 0, 
AR A 2 2 m 
unde constanta de integrare se determină din condiţia iniţială :lat = 0 
avem r = 0; rezultă 0 —0. 
x 12.299. a) Timpul de traversare a riului = = b/rp. Deplasarea la 
vale la un moment dat î = y/09: 


a fr (2 / 2 / 
dr = ra, Vadaz — = = 01 e Aa — pr + 0, 
“o to 3 
unde constanta de integrare se determină din condiţia /a margine: 
pentru 7 = 0, 2 = 0, deci 0C=0: 
SID 
sapa ali 2 us 2, (1) 
300 
Se poate integra şi detinit (limitele de integrare se corespund) : 
+ 


2 
dz a ID = | IV y „Ay ke — 312 , 
LA 
(3) 


0 ro 3 
0 


La mijlocul riului deplasarea la vale va fi: 


Ole b3/2 
pas DE (2) 


esti tel EP, G) 


a fig, 12.239 b c 


b) Viteza de traversare, faţă de țărm, perpendiculară pe țărm, este 


pes Al 
Ve — v2= ie: AR (4) 
dt 
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Separăm variabilele şi integrănn : 


d 12 2: ar piemeeeii Ş 
d= a la=i=i a = = — Vo + 0, 
Vo — h2y Va — 2 ]2 
unde constanta de integrare se determină din condiţia iniţială : 
lat = 0,y=0:0= ——t + 0", 0 = — 9o 
Ie? ];2 
29 tei esa 
da 3 (1 — VIP), y of. (5) 
Se putea integra și definit (limitele de integrare se corespund) : 
9) d Pa v 
? i A a ce 
Îi pl ep La a ea RE 
Va3— 2 ];2 | 
0 (5) 8) 


Timpul total de traversare a riului va fi (în virtutea simetriei) dublul 
timpului de traversare pînă la mijlocul riului : 
= 2-20 [1 — VI Zar 24)]. (6) 


d 


Ii 
e) Punînd y = b/2 avem om = k Vbf2, deci 
fe — tm) 2[b, (7) 


unde + este viteza maximă de curgere a riului (la mijlocul riului). 
x 1.2.240. Conform figurii: 


i 1 
a = q,]cosa, (dacă a 4 x/2), a, = = (1) 
dr 
COSa=%v,]v, i (2) 
de unde 
see 0 Aa E, (3) 
di dr 
Dacă « = mf2, atunci 517, 5La, deci a, =0=— e „ deci = const, 


vi 


[iq 12.2%0P Fig 12.203R 
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Se poate aplica teorema variaţiei energiei cinetice ș 


dL = dLy, 
AL = F A? = F„ăr + Pyrd6, (4) 
dar 

Fe = 0 şi F,=F = ma, GE. = mr, ete. 

„ 'da „dy A 
+) 12.941. 0, = D= — = at) = boy = — = y(b) = o0 — 2ht 
(=) 9 EȚ () D= y = dt y (?) ] 
a dec ai - Ă (1) 
Qzi= 93 = 2 =0; ay =, == —2h. (2) 


Unghiul dintre doi vectori se poate calcula analitic (cu ajutorul componena 
telor într-un Sep astfel : 


—— 


= ja|» i COS, COS4 — azi Ee (3) 
la |- |&| 
Dar expresia analitică a produsului scalar într-un S0 „ortogonal este 
ab — Azbz A OQyby -- a,b, (4) 
În cazul nostru : 
Pi € —9 
cos Veta re Ceda _ _—2h(e—2hh (5) 
 Voaaoi + a: mi Vai pai Vo: 2 (6—2h02- 2] 


Deoarece mişcarea pe axa Oz este uniformă, iar pe axa 0y unitorm acee- 
lerată, vitezele și Ni ie dpi respective se obţin imediat, fără ajutorul 
derivatelor. 


se 1.2.942, ÎI 


= 0y = vo dy = voăl, (1) 
de unde prin integrare : 
(a e fpee (nau = 9b + O, 
E 
unde constanta de integrare se determină din condiţia iniţială: la 
it = 0, y = 0; rezultă 0 = 0, deti 
== Vot. (2) 


Se putea integra şi definit (limitele de integrare se corespund): 
pr, Li 


a = UV = (na = Vol. 


9 0 
Acum rezultă imediat: S 4 
va = AVy= AVoi (3) 

Integrăm mai departe: 

firea e = AVoăt, dz = vdt = AVot at, (4) 

€ 

de unde prin integrare: 

(ao = = NA /afT at = 2 are o, 

” E 


unde constanta de integrare 0” se determină din condiţia inițială : 
la i = 0 avem 3 ==0; rezultă 0” —0; 


2) aa 
D= = AV ot, (5) 


1 — cc; 73 | 163 


Se putea integ:a şi definit (limitele de integrare se corespund) : 
a i 


— ap 9 = 
a == is aaa di — 2 AV 3/2, 
[3 


Păi 


| 
Prin elimins e timpului t din ccuaţiile cinematice ale mișcării (2) 
şi (5) găsim ecuaţia explicită a traiecteriei : 
[3 273 24 
y = [- - ao) Sau D= — pă, (6) 
7 Uli 3n 
care este o „parabolă semicubică”. 
* 1.29.2439. a) Ecuațiile cinematice ale mișcării reprezintă ecuaţiile 
parametrice ale traiectoriei în care parametrul este timpul. Prin eliminarea 
ra papa (timp ului) obţinem traiectoria eliptică ; 


— = 1 (parcurs ă în sens trigonometric). Hi 
42 je :a = 
b Va = de — d => — câ sin ot, 7 == i == 4) — ob COS ol, 
Y 
dt dt 


o = Vo + e = oV A 4 Biz]A? = oA BV a AT EA. (2) 
Ecuația tangeniei la elipsă în punctul Pay): 


rau sub forma normală : 
OCDE: DOD AP n INCERT ATA 
(e + 2) Poe: 

Atunci distanţa de la centrul elipsei (0,0) pină la tangentă: 


h = N. nad (3) 
Vae]At + pp Bi 
şi expresiu vitezei devine: 
o = oABjh. (4) 
Pe de altă parie, folosind teorema lui Apollonius : 
Do DM E, (5) 


unde D, D' sint semidiametrele conjugate, avem pentru semidiametrul 
D' conjugat cu raza vectoare D2 = a2+ 7: 


D'2 — A2+ B2 — a? — 92 = A?sin?ot + B?cos?ot = v2/a?, 


deci 
o = 0D', D = AB. (6) 
unde / este semidiametrul conjugat cu rază vectoare. 
de : Ș 
c) da = 2 = Va = — w2A cos ol = — 0)" a 
dt 
doy La 2 . 9 
Ay = = ——— — = %y = — B sn cot — — “Y, 
d 
a = Vaz + 02 = oa 2 = o*r, (7) 


orientată spre centrul elipsei. 
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Acceleraţia tangenţială se obține prin derivarea vitezei (2): 


a 20 — cap ZEI + 95]B _ apiP* — 1149 _ cap jB2 — 
dt VaA* + y*]B Va /At + i /B* 
— 1]4%. | (5) 


DP 2 
(a = Va2 — ME, = oh, (9) 
dei ! Vo] At + pei 
d) Se ştie că a, = v2/R, unde R este raza de curbură a traiectoriei în punctul 
“onsiderat. Atunci 


Acceleraţia normală : 


da = 0?h = v2/R = o242B2/(Rh*), 
de unde rezultă 


R — A2B?/h3 — A?B2(a/At + 272| B4%!2, (10) 
es 1.2.244. a) 3 =00 — Rsin0 = R(0 — sin0), 
y = d — RCOs0 = RU — cos). (1) 
y 


Ap. 122648 
dr . 
b) o = E m î = R(0 — cos: 6) = RĂ(I—cos0), 
V = n E =y=R sin 0:50, (2) 
dt 


unde am derivat pe sin şi cos0 în raport cu timpul ca tuncţie de tuncţie, 
deoarece 9 = b(7). 


pe = 02 4 02 — 2R20“(1 — cos0). (3) 
Derivăm această relaţie în raport cu timpul (o = const, deci v =60)a 
208 = 0 = 2R2[200(1 — cos0) + 6 sin0- 6], de unde 


6 = — E 6 sin 0: (1—cos0). (4) 
Atunci accelerația a, devine: 
Gg = i 9, = Ros 00*+ Bsind = R5? | cos — sing 000 n | 
ăi 2(1 —c030) 
= —R-. 00 ete ie 5 
(1 —cos0) = FȚ: (5) 


c) Lungimea unui element de traiectorie : 


ds = vdt = ROV2(U=co30) dt = 2R$ sin dt 2R sin 240, 
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de unde prin integrare; 


27 2 


s = sin 2 do = — 4 Reosa = (d (6) 


0 
e  1.2.945. Deoarece o = const, rezultă 
do i 
Oy =A "ue 0 şi a=a,="/k, 


unde Rh este raza de curbură a traiectoriei. Cine cunoaşte tormula 
razei de curbură a unei curbe plane: 
1; Ş Aa 
Fair Zi d) 
R  (+y%) 
poate calcula imediat : 


a = (00 po), pe 20 (esa + e) = yib?, 
(2) 
1 ard == d ăe E! e2P az IL + E; g*22/6 ta u21 2 
po E E d si 4 3 4 Y"/0% 
, L 3 
deci Vb bd (3) 
Rp ge 
şi atunci accele:ații 
. bv? 
& = 0a = /R  — îu (£) 
Dacă nu cunoaștem formula (1) putem calcula astiel : 
ară ș da ! e și i 
Va = by = Să, == i SD = VL = va P v; salii dl +1). (5) 
di da di 
Condiţia » = const dă prin derivarea relaţiei ici 
ul să i Ad ag 2y'1p'ă, 
= Va 
de unde EA ii it (6) 
1+y2 
Acceleraţia : a =ă, 0y = 0, =y + yz, (7) 
Înlocuind aici pe ă (6) găsim 
a“: i E 4 3 
a = Va + a2 a $ 
| = ri (8) 
(Pinind seama de expresia vitezei (5), găsim 
029 p2 
= Caps TR" (9) 
n i see: dul Asul 
Înlocuind derivatele calculate în (2), găsim 
.2 | UȚE 
za a 9 ei (10) 
y* b 


(e) 1.2.246. a. = Cox =0, ay =—0 = Oa|COS0g Ap =] R, COSx = velo, 
rezultă 
Dl D V 
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e  1.9,247. Plecăm de la definiţia razei de curbură R = p- sau ds == 


= RAO, unde d este unghiul subintins de arcul elementar ds, unghi 
definit de normalele la traiectorie de la marginile (capetele) lui ds sau 
altfel unghiul cu care se rotește tangenta la traiectorie cînd ne deplasăm 
pe curbă cu ds. Pe de altă parte, viteza pe traiectorie (viteza scalară) 


este ş = LI Rezultă 
dt 
ds E ds dv 


== = RO. 
di  d0at 
Y 
A 
Pr 
| [] 
a” Vaz ST — 
do RR ds 
>» 12.248. ct == / ia pie a a dar PR > 1 
» ga Wit di „2 i d ( ) 
: d 
cta Y == do ds de — _do_ A [2 = .). (2) 
di d0 2 2d0 di 
Separăm variabilele și integrăm : 
] i) 
CV ee a + dj | Se =| ctga - d0, 
b e 
ve da 
in €- = (0— Bo)etga, v = tgel—0uctea, (3) 


Vo - 
Se poate integra şi nedefinit : 
2 =| tea d0, In o=ctga:-0+0C, 

[i 
unde constantă de integrare se determină din condiţia iniţială : la o = eg 
corespunde 0= 0%: 

In Vo = ctga * 9 _ g, $ == In doi ctga : 99, ete. 

» 1.2.249. a) Mişcarea se compune dintr-o mișcare circulară uniformă 
în planul Oay şi o translație uniformă după axa 02: traiectoria este o 
elice înfășurată pe un cilindru de rază r (ca îiletul sau ghiventul unui 
şarub). Pasul elicei este 


i ali si e (1) 
w 
și unghiul de înclinare faţă de 02: 
tea = 2a7 sait ERE : (2) 
[6] 
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b) o =ă = —orsin ol, =y=+orcosot,=23=o; 
v= Vr2 + = Vor2 3 ci = ori c*|(or)? = or/sina=const. (3) 


0) a = = = 0, (o = const), deci 


Ga = ba = — or Cos ot = — 020; dy = 0, = — o?r sin ai = — 02, (4) 
d == d, za > (4 = Vaz + a2+aui == 027, 
du 
Dar a, = = zii (o = const), de aceea 
"7 cita 
2 sin2 2 
(= ay = o? sui ea sp e, (5) 
Ș R 
de unde rezultă raza de curbură: 
9 2 
iza sate ae lei OB iaz i a (6) 
sing ra? 
dy 
dy d! Y 
e 1.2250. — pr - 
m Y dz î ? 
dt 
d? d |, „i i 0) | d —ă8 
Ie Ap goga a 
da? dz dt dz E d] & 8 
—F, CO3a = mas = mă, —Fy Sina — mg] = Mg = my, (2) 
dar COB« = vz|v = £]v, Sina = |v =Yy/v, (3) 
Din (2), (3) rezultă derivatele: 
să a „ Y 
is Po = BP —g, (4) 
PV 430) 
care înlocuite în (1) dau 
2 
e cu ee da e aa (5) 
dz? 2 q2 
Pală 
a 
AT | 
mat Fig. 12.250R raŢi ee A 4 


ex 12.251, Viteza limită de cădere liberă se obţine atunci cind forţele 
ge echilibrează (forţa de rezistenţă echilibrează prentatea) și acceleraţia 
se anulează : 

mg — ho = 0, k& == mgle. (1) 

8) Lex secunda: 

dr de, 

— ba = Mg = ML —M9 — hbo = may = m 5 2 
la (LAU di ? 9 y y dt (2) 
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Separăm variabilele şi integrăm : 


m [ dv m 
di = — MPa „tdi=ta Eee de se ÎN Va 0 
la [A Va h 
mdby m kdo m , 
A — m, bb = —-— In(mg + ho) P Ci 
mg + by k ) mg ko k 
Constantele de integrare se determină din condiţiile iniţiale: la t=0 
AVem Vp = 0 COS; Py = Pop SIN ag. Atunci rezultă: 
m 5 | 
i So er Dia ; Da == Va COSag PĂR == 0, CO8 up ef, (3) 
le Vp COSap 
m ? A i 
| e ÎD i adi + la cel at a — d LE 0: A »V=(00 SIN ap4-e)e” le —g, 
B OMQ-hoosin ao Q OG voSinap 
(4) 
Se putea integra și definit (limitele de integrare trebuie să se corespundă) : 
Ă 9 
G ) e j 
a ciartaza Lea ÎL! IRENE A RI II 
J VI Va 9 Pop COS4o 
Vgcosag 
] y 
) c c 
Păi poeme, (e Rae cret pe za i TR a, 
7] CF 0y Ş C++ DP SIN 
VoSing 
b) Continuăm integrarea : 
e 
dz = cd, bda == (n COSap et di = — — 99 008 age We + Q;, 
9 
dy = 0pdl, | dy = 7 =| [(09 Sin op + ce” Pe — c]di = 
e 
= — — (og Sinag + 0) — ct + Ca, 
9 
unde constantele de m are se determină din condiţiile Fps 
la t == 0, avem z = 0, y = 0, rezultă atunci: 
e 
2 = = ep cosag (1 — er), (5) 
c : 
Yy = — (oo sinao + €) (1 — e) —ct. (6) 
g 
Se poate integra și definit : 
2 Li Li 
e 
( ao = 9 = (n COSage-le di == — — 9 COSAget!le = 
j 9 
Li] 0 
= — — 99 Cosa (et — 1), 
y : 1 Li 
i c 
(ay =y= Ye, Sina —4- cheie — c] di = — — (9g 8inag + cet“ —ct|= 
V/ 
[i] 0 9 Lt] 


i ta (o Sina + €) (e-te —1) — et, 
9 
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e) Timpul de urcare la înălţimea maximă rezultă imediat din (4) 
condiţia v, =0: 


in = In ( 1 4 20 sin 2). 
9 i 

d) Coordonatele înălţimii maxime se pot obţine înlocuind î = î în (5) 
şi (6): 


c / 1 3 
a ve 0, oa f IE 2 baie iam al Oa ag pe 
9 1 + — 099 Sihap q (i + — 09 ina) 
e e 
c : 1 1 
m = — (9 Sina, + 0)] 1 — iii —— c2 In ţ + ku) ina = 
9 1 + — 0 Sinag 9 u: 
0 
[și 2 
=> — 99 Sina — A sp ( 1 + ă v9 sina). (9) 
/] / e 


e) Pentru a obţine ecuaţia explicită a traiectoriei eliminăm timpul din 


ecuaţiile (5) şi (6): 
pc aro | e) 


) 
7 Cv COSA 
Cc , % C % 
Y = — (09 Sina + E 98 —0: (= i In ( 1 — ME 0 = 
Zi one a Tia Co COS 49 [7 CV9 COS &g 


j 2 
Sa sep ti [1 000 (i (10) 
Vp COS%p g CPg COSag 
Traiectoria are o asimptotă verticală, cînd se anulează argumentul loga- 
ritmului : 


Poe, 


cvy COS4g 


== 0, a = op cosag (11) 
7 


f) Gazul aruncării în vid se obţine tăcind k = 0, adică o — co| amintim 
dezvoltarea în serie: 


2 a? 
e? ata ] aaa SIRE, [] îi E 
Pita? ) 

he = 99 CO8%, (37) 


Vp = (Po Sinag + 0) (l—gt/c)—e = 9 Sina — gt; (4) 
N e V9 COS%o(9t/c) — Po COSA, Be 
q (5) 
C : A 242 2 208 E 1 2 â' 
9 > — (09 Sina P 6) (gt/0 — 92t2/(202)) —ct— te Sinag- Î — E gt?. (6) 
9 
Folosim dezvoltarea 
2 
In(i +a) = 0: 


0 See e 1 ; 
lin —-— ză SIN %p == — Vo SIN ay. (77) 
9 
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Om să 2 Bin ay COSA (8') 


9 
“ 2 ae (2) 
e : 02 (0. 00 Sina 1 Ap 
ui vieiie, pina, eee | dat șa at] = — 02 sin2a0, (9) 
9 gie 262 29 
- 2 2m2 
ca c z ga 
pe age E pt (= ga e a 
tg COS 49 9 Cp COSA 20206 C08240 
2 
z 
oi Abic mt inel ta (10”) 


| 203 c0s8249 
Traiectoria este o parabolă (care n-are asimptotă). Am regăsit astfel 
rezultatele cunoscute de la aruncarea în vid. 


Cimpul gravitațional 


s 1.2.252. Considerăm două elemente identice de masă dm fiecare, 
situate diametral opus, ca în ligură. Descompunem cîmpul produs de 
fiecare element într-o componentă axială dl și o componentă radială. 
Observăm că cele două coinponente radiale se distrug totdeauna două 
cîte două, pentru oricare pereche de elemente identice situate diametral 
opus, astiel încit trebuie să sumăm doar componentele axiale pentru a 
obţine cîmpul total care va fi deci axial: 


a ten dm ta a i apoi dm Y | 
: p2 (2 + y2)3/2 
de unde prin integrare pe întregul inel : 
Ă Y my 
T=Ma[ = — 7 Van = — 1. i 
| Y (PR? + ai! Y (R? 3 172)3/2 ( ) 


Valoarea maximă a cîmpului T(y) este acolo unde derivata Î'(y) = 0: 


(22 + y2)3/2— y î (a + ya? 5 2y 


I"(y) = — Ym O ——— =0 
(202-492) 
ceea ce dă Ja = + RWN2 
i 
PR 2 
pf 7 EI mc adiuae: Î 
| PA i ja. 
| ' PER, N 
[ze N 
| i N y sd N 
A De i sa / Po ai ii t 
7 4 maia == A ş 4 SL i / / 
ir | i Dr casă 
dn si-i R pn MODE a JI 
a d EA 
ca E 
ic fi pd 
Fig 12.228 Fig. 1.2.p63R — 


169 


şi deci cimpul maxim va îi (yu): (2) 
ş 2Yn a 
Teuax Siza “pi PERII alai (3) 

12.259. h = (ge — ga) Rl(2gp) = 16 km. 

12.254. h = 3rR/(2yp72) = ll km. 

12.255. e = 3go/(4r.khy) = 5,5 gem. 

1.2.256. p = 3rn: [(n—1) y 72) = 3,14 g/em?. 

1.2.257. v = van 

1.2258. 7 = 27rVr/(M) = 1h27 min, 

12.239. e — V3z/(y p) — ;2 MS. 

1.2.260. p = 24r/(17'2a5)=10%. kg/m?. 

1.2261. t = 2: (V goRifri— 2m/7] = 105 h. 


12.262. r/R = |n: (n £ De Vo 72: (nl) = 90 T3/(4722) = 


"o 


= 6,56, (n— 00). 
12.263. (7/29? + 1): (DJ DP — 1] = 44. 
1.2264. o = Va + 12) R3 — 9,82 :10-1 rad/s, 7 = 2rjo = 32 
ani 97 zile; 
Pia = Mau Va: (R(m + ma)] = 1,93 km/s, resp. 3,86 km/s 


12.265. o, = (2r7/T7)Vr/Ry = 39 km/s. 
1.2.206. gs = îr2h: (7: sin = 210 m/s. 


12.267. T = Vân/(yrp) = 1h 24 min. 
1.2.268. 7 = (2xR/Ro) V R/go = 274 zile. 
12.269. me = 472R5/(y 72) = 2: 10% kg. 


1.2.270. 7 = 3ingo 2) | A] M:(M + m) =21 my. 


1.2271. h = 2 | ghis?/n2 — 2R — 23200 km. 
e  1,9.272. Conform legii a Ili-a a lui Kepler, pătratul perioadei de 
revoluţie a unui satelit (respectiv, planetei în cazul sistemului solar) este 
proporțional cu cubul semiaxei mari a vraiectoriei eliptice a satelitului s 
în cazul nostru : PF: = &R3. Prin logaritmarea şi apoi diferea- 


> 
v 


Da — kaă. 
ţierea acestei relaţii (derivata logaritmică), obţinem: 
e 4 R 
Pe de altă parte, 7 = 2x/o care, la fel, prin derivare logaritmică dă 
AZ _ de. 
i 4 [a 
Minînd seama că 7, = E găsim accelerația unghiulară 
€ 
ai du AO o AL 5. o UR „E 
at Tât  2R d 
3 
dia —1,0 + 10-% rad/s2, 
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«+ 12.273, Datorită simetriei cînpul rezultant va îi pe direcţia 0g. 
Luăm un element de masă dm care produce un cîmp radial dI= — ydm/R2. 
Componenta transversală aI- sin se va distruge cu cea transversală 
a elementului identic aşezat simetric faţă de Oy, astfel încît rămîn numai 
componentele d! cos: 


T = țar cos = — |: sn. cos0, dar IE 13 (1) 
RI m o 
a/2 a/2 
Y m m | M-a 
= — 1 —— cos0 d0 = — 2 — |cos0d0 = — 2y——— sin ——- 2 
| Ri & Ba | Taia a 6) 
—aj2 U 


V, 
< 
N 
S 
N 
pi 
N 
ES 
N 
N 
N + 
fig, 1.2.273) 


Ed 


** 1.92.2974. Vom folosi rezultatul problemei 1.2.252. Alegem un inel ele- 
mentar de rază r, de grosime dr şi de masă dm. Cîmpul creat în punctul 
P(y) este 
dm 
E ut (1) 
(72 4-a 
Aria d$ a inelului se poate calcula în 3 moduri : a) este aria unei Wşii de 
lungime 2zr și lăţime infinitezimală dr : 
AS = 2 râr, (2) 
b) este cresterea infinitezimală a ariei cercului zr? datorită creșterii iînfi- 
nitezimale u razei cu dr, deci este diferenţiala : 
GS-= (772) == 2x77, 

c) este diferenţa dintre ariile cercurilor de rază r + dr şi raza r: 

AS = n (r + dr)? — nr? = 2n rr + n(dr)? — 2x rdr, 
întrucît (dr)? este un indinit mic de ordin superior și dispare la limită 
faţă de primul termen. 
Acum putem exprima masa dm : 


dm = pe d8-= —— L] (3) 


dI = 
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Acum integrăm (1): 
p. R 


5] 


ale 2mrădr i AFAR Bec. „d 
T = ja =$- II EI pa3Ti = — TE a” 
9 


de El -]. i 
RI Ligi Va (4) 
Cind traversăm discul trecînd prin centrul său intensitatea cimpului 
gravitațional are un sali: pita 


pese) + // 9 
T, = li = | es Ta | min: E i 4, y at 
e pa BI Vi gi Hz SI 
EI > A i y OD. 
fe ca li Pa d) | a. pe | Joe, 2Ym 
pe E Vai Ji: 


Pentru a obţine cimpul unui plan infinit înlocuim întii în (4) 
m = or? şi apoi trecem la limita BR —oo: | 


T = — 2myo -V- = F 2mo, (6) 


lv! 

cimpul este perpendicular pe plan, spre plan, şi este constant. Aceaţ rezul- 
tat se poate obţine elegant cu ajutorul teoremei lui Gauss. Dacă formăm 
un „condensator” din două plane identice, paralele şi infinite, cîmpul 
între plane va fi zero, iar în exterior va fi dublul lui (6). 

ex 1.2.275. Liuăm un element dm de lungime dy la distanţa 7 de centrul 
firului. Cîmpul produs de acest; element se descompune într-o componentă 
normală d! cos și una longitudinală d! sin. Aceasta din nrnă se va 
distruge cu componenta similară produsă de un element de masă identio 
simetric de cealaltă parte a mediatoarei: Rămine să însumăm componen- 
tele normale : 


s el 
| în = 
|| ARI 
g mnuaa MISU rc - poa 
P doo 8 „"Plr) 
Pe ui 
a] a 
TA Z ” 
zi Tal 
d ec Ia 
2 ati 
ai fi. 12.2758 
T = far coso = — [ep ea dar dm = e dy 
rr pri gi  . 
1/2 | 1/2 
[==—yr d A AR = — 2ym aie dy aa 
L 3) (72 20972 I (2 + 2 
—u2 0 
4/2 
e RE RE 4) 


= rm FE EEE: 
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Pentru a obţine cimpul unui fir infinit, înlocuim întii masa m cu M şi 

apoi trecem la limita ] — oo. 

p E ăi 
> rr VE FE 
rezultatul se putea obţine elegant cu ajutorui teoremei lui Gauss. Cimpul 
scade doar invers proporţional cu puterea întîia a distanţei r. 

*k 1.2.276. Vom aplica teorema lui Gauss: fluxul cimpului gravitațional 

printr-o suprafaţă închisă este proporţional cu masa conținută în înteri- 

orul suprafeţei : 


ae! 
- — 2 (2) 


PD = Ii dS = — AT Y Mia, (1) 


unde y este constanta gravitaţională (cerculeţul la integrală înseamnă 
suprafaţă închisă). 

Alegem o suprafaţă sferică concentrică, în exteriorul sferei date. 
in virtutea simetriei sferice Î este radial şi depinde numai de distanţa 
r pînă la centrul sferei, deaceea fluxul prin această suprafaţă (gaussiană) 
se calculează imediat, : 


mai: AS = pras = ras = = T(n) 8 = Po4ar, 


a fi. 122%R 


şi contorm teoremei lui Gauss: 


P = Târr? = — 4npm, = —y a > R, (2) 


li 3 


p2 
adică la îel, ca și cum masa sferei ar îi concentrată în centrul sferei. Sem- 
nul minus arată caracterul atractiv al cîmpului : I este orientat spre 
centrul sferei, în sens opus razei vectoare. 
Analog, luînd o suprafaţă sferică gaussiană în interiorul sferei date, 
găsim 
3 


= T(r) * Ar? = — Arhim = —dn PE. at 
) YIN int Pa 
m 
E Ei e dot 38 de (3) 
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Potenţialul se obţine conform definiţiei sale (considerăm potenţialul 
zero la intinit): 
a) În exteriorul sferei date: 


Lă 


- (rap = - (rar = fe 0 Ap CARL. PEN. 


) PR a „r>h, (4) 
r FA 
[2] 00 09 00 
ca si cum masa ar fi concentrată în centrul sferei. 
b) În interiorul sterei date : 
r R Li R Li 
V IE me ej iei e pa a n gertea 
R : Lă 
m 1 1 a i ( p? . 
Ei sp A, aa 0? Pita ZE meg 1 — r<R, 5 
: 7 o Y R3 | a rez 3R2 i „di ( ) 
co R 
În centrul sferei cîmpul este nul, iar potenţialul 
2 m 
Vo=——V—,r=0, e 
0 3 Y R? (€) 
Vad. figuiua. 


+ 19.977. a) Legea conservării energiei ne dă: 


1 R mM 1 A m 
— mă. — Y = — m02 — 
2 le 2 


2 = 03 — 290 R2(1/R — 1/r). (1) 
Punind condiţia v = 0 găsim înălțimea maximă : 


Tmax > 29912 (299R —— 2), aa = 7max — R — hrs . (2g0h — 2) 
Atunci (2) se poate serie : 


(2) 
E de OP DRE ANII Î 
e = Var — îm) = ae (3) 
( 
Separăm variabilele : 
dr 
di = ===>: (4) 
2JoR21j/r — 1/Faax) 
Facem schimbarea de vanahlă : 
7 = 92, dr = 2ada; 
—— 
d! — RĂI 2rdz aa (5) 
290? Vreo — E a 
Integrăm prin părţi: i 
22 da pet atac 
= =, — — 2% d | ra E =03 ră aia 
Fmax — 4” 
asi aia Vaio at 20 ȘI rm a de. 
Dar 


(ras ne-a m? da =7| FI în 4 Fa 5 ai -- Tmax APRIND FE | 


Rezultă pină la urmă: 
2rda PE Pease 
ae = se a raza — 01 | Tau arosin == 4.0. (6) 
| raax — 9" Tmax 
Acum integrăm ecuaţia (5) (r = 22): 


e e La Sf | 
i = |g2 5 a 72 |- Vr Vasa — 7 + Pan arosin |] “fe o; 
29 Tmax 


unde constanta de integrare 0 se determină din condiţia iniţială : 
la t = 0 avem r = R, asttel încît rezultă: 


= | ee | Era ZE — VF + rasaaresin || 2 


— DE sin | |: (7) 
7 ana 


Timpul de urcare rezultă din condiţia r = 7 


—— 


— 


max” 


e | na pie Ea = nu atatia |] 2 
lu = || rau —R$ 3 Tana ma are |] 22 e 


Pinînd seama că pentru o >0: 


TE . . e e 
— — aresin g = aresin Vi —aă, 


îi 


obţinem : 


ț 
la = aaa -- do _—aresin a |- (8) 
I0R — dd V29,R — 08) Vagah 
b) Legea conservări, energiei dă : 
m Al 1 i mM M 
e (ie = retea viola! : Mota 22.08 get muză, 
+ h 2 R 7 
de unde 
v' = V2gh BIR +). (9) 


Timpul de cădere este egal cu timpul de urcare (8); doar că trebuie să 
îmlocuim acolo og cu »' (9) şi atunci obţinem : 


1 ]|&+ E ya + (2 + h) arosin a A a] . (10) 


t, = 
k 290 


11.3. Energii mecanică 


1.3.1. L = mgh + mAvo9 = 12,5 d. 
1.3.2. B(m= = (29h)%2 : (40) = 71,3 W/kg. 
1.3.3. tin = 2 Vs/(a9) = 405; Pra = umg Vugs = 23 kW. 
1.3.4. d = 0%AM — m /2PM:)y — = 970 m. 
1.3.5. pu = a(ha + ha): [mu(ha — ha)] = 0,30. 
s* 1.3.6. Condiţia de echilibru : 


Ti 
Mg + Ul) 9 - 7 od =0, (1) 
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Fie la momentul t lanțul deplasat pe distanța z ca în figură atunci prin 
cipiul doi dă 


Mg + : 2 lt 29 — n dy s(m+ Ma. (2) 


z : 


Atât p 
Înlocuind aici pe u scos din (1) găsim: 
do a 
4 = pg Sau — = 9 — 
d! l 


| (3) 
0 ţ] 

Acest rezultat simplu era de așteptat intrucit torța, deci acceleraţia, 
variază liniar cu z şi pentru z = 0 avem F = 0=a, iar pentru z= lgţ(cînd 
ianţul părăseşte masa) a = g (cădere liberă). 


Înmulţim ambii membri ai ecuației (3) cu da (= vdh): 


de, zdz zl 
— da =g sau rd =g 
al 0 9 
şi integrăra : 
( garda ( det 2 d ă 
vdo = eul Nda, —v = S-A — 2 +0. 
i lo o , l La] 


"2 
Constanta de integrare se determină din condiţia iniţială : pentru a = 0 
avem tr =0, dei C=u: 


— 
pt = I ai, o = | Va 

lo le 
Gind lanţul părăsește masa 


(4) 
2 = le și v = Vol. (5) 
Be poate integra şi definit (limitele de integrare se corespund): 
l 
dy = E, reda sau pă == A: Be, 
lo 2 
9 


o 2 le 
Viteza linală se poate obţine imediut din formula generalizată a lui Galilei, 
care se deduce astiel: 

1 i — 
AE, = L Sau —— mt? —- = nr = | dr = | P,ds = | mas sau 

) Li 
Li 

p2 = 08 + 2 ja, (s sau 12 = 74 


+ 2ălse5) » (s—s0), (Galilei) 
* - 

—(S 3) ce ar 3] ați 
unde ă, este accelerația 


(6) 


țangenţială mediată pe intervalul (80, s) 
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În cazul nostru 2, = 0, acceleraţia variază liniar cu coordonata și 0%! = 


1 9 

> —— ($) PE că 
2 (0 + 9) 2? 
astfel încit obţinem imediat v2 = 2 EA lg 


1,37. u=h: (b + 8) = 0,050. 


Aig.137R 


1.3.8. U — 2 tea = 0,314. 


1.2.9. P/(gp) = sin(a + q): cose = == x= 27 
a2 

1.3.10. 0 = 0, + 02, Q, = umgcosa beata maci 

2g(sina 4 pu Cosa) 
1 ( x 
Ve = u mMgCosa* — g(Sina — casa] -— ee ear) $ 
2 g(sina + u CORA) 
Q=12u. 


Pe i poi Yo — V2g(4 + ud) = 6,3 m/S$, p' = V294h — ud) aia 0. 


Ap 1347 
Wa MNAR 


. : ) i 
1,3.12. — AE = mgssina — — mt2=5,9J. 
2 


(%*) 1.3.18. Deoarece viteza de deplasare este neglijabilă, avem pe direc- 
ţia normală și tangențială la traiectorie : 
N — mgcosa = 0, Fe, — PF, — mgsina =0, Pp= ud, (P=F), U) 
astiel încit 
F, == mg Sina + u mg Cosa, (2) 


L = (n ds-=— me sina ds + | UR CUSA ds. (3) 


12 — cj 7 
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Dar d cosa — de și ds sin e = dy, (4) 
4 l 


astfel încit L = mg (a —- ru mg (ao = mgh + umg = 


9 
— 784 I + 196 I= 980. (5) 
Primul termen reprezintă lucrul mecanice împotriva forţei de greutate 
(creșterea energiei potenţiale), iar al doilea — lucrul mecanice împotriva 
forței de frecare (căldura degajată prin trecare). 
Rezultatul (5) se poate obţine şi fără integrale, judecind cu deplasări 
fearte mici 5: și sumînd lucrurile mecanice elementare : 
ÎL = P485 = mmg(3ina85) + u mg(eosa8s) =: mgăy 4+- umgăr, (6) 
L == 2 8 = 3 mg dy -- Zu mg da = 
= mg X dy + umg X 82 = mgh + mgl. (7) 
13.14. P = 2mgqv (hi — ha)/d = 200 kW, 
1.3.15. tga = P/(mgov) — u = 0,030 = 3,0 %. 
1.3.16. P == 2mgv sina & 2mgrp = 60 kW. 
*1.3.17. 0 = 202 605a: (7, + 03) & 37,5 km/h. 


1.3.18. L — z m?ou : (iu + tg) = 0,10 JI. 


E/ 


mg 


302 


P 


fag 1388 
1.3.19. Be == Ho COS?%0 - 5,0 A jă E == Ho Sin? 40 = 5,0 J, 
13.20. cosa =Vf=1P,a= 6%. 
(*) 1.3.21. 2) Bătaia realizată faţă de Pămint 
) : 
b == —— wsin2a 
9 
trebuie să tie mai mică decit lungimea scîndurii exact cu cit se deplasează 
scîndura înapoi în timpul cît pisica se află în aer: 


es ; Sp | i 
b —— E vă sin 2 a == l — 9 (fu A l.), Lu -p A == pi za Yo SIN Xa (1) 


iar viteza scîndurii » rezultă din conservarea impulsului în procesul 


săriturii : 
0 = mogcosa — Mvw'. 
Rezultă astiel : 


o = Vig: LU + m] MD) sin da]. (2) 
Viteza este minimă dacă sin 2y = 1, deci g = 45", atanei 
Voia = Vig : (Î2F ml) = 1,8 m/s. (3) 
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2 m + ML sin 20 " M sinda 
ml A 
stii NM să (tea gi i = ml = 
2 mÂ+MUL2Ă tg a M 2 tea 


1 mM | my 1] 
cil mec Rear di Lp — e (4 
ie or | tace | Li apei ) 


În paranteză mare avem suma a două mărimi sartabile al căror produs 
este constant. Atunci suma este minimă cînd mărimile sînt egale : 


tga = (1 + m/M):tga, igo = VI mA = Vă, ao = 60. (5) 
Atunci 


d ca] 2 ] ] Cos ? 
= — măi + A cos? «) = — aia A | pate SI aa si zi 
M 
l 


min = — Dl —— tipa = — Lat AAA (m M) = 5,66 d. (6) 
2 m M 2 
Altfel, cu ajutorul derivatelor : 
L = const.[p + (1 + m/M)/p] = f(p), unde p = tga. (7) 


Condiţia de extremum este Er iat derivatei : 
?(p) = 0 = const. [1 — (1 + m/M)/p2] = 0, : 

de unde p = tga = Vi + mal. (8) 

18.22. v = Vgif2 = 10 m/s. 

.3.23. P = 2B/R = 40 N, P=0,L = 

1.3.24. N = : 3mg sin 0. Dacă corpul a din repaus de la unghiul x 
atunci N — mg (3 sin 0 — pa. Qe[a, r — a]. 

1.9.25.. W = = aici E = R, 


1.3.26. 9 = mg(h—5R/2) = 4,9 3. 


—————— — pp 


fig 13258 
R Li al 
1.9,27. kb = fi (2pul/R — J + 1)=2,1m. 


1.9.28. 7 = mg (5cos0—2 COSA), Ta = og i —2 cota), Din = Mg COSA. 
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1.3.29. 0086 = = (a + 2 c08&) = = + - 6:50; 


1.3.30. Zn = a [1 —03,/(2g0)] — 0,44 N. | 
1.3.31. N = mg(3 cos — 2 cosa), ÎN aa = mg(3 —2 cosa) = 1,92 mg, 
E | aa | 


Fa1337/ mt 


1.3.92. cosa = - (3 cos — 1/cos0) = 0,73, a = 43. 

e Ce Fei ei În 4 în => Gmg. ARĂ | 

1.3.34. 4) tir : Ty= /5gi, A ES za 6mg; b) tijă Pa gi, Pa sai, 
= 5 mg, T = 0: he == 5/3, sin 0 == 2/3. 

1.3.35. v —2 Vgl| sin = -- [3 sin -% ) = — 1,6 m/8, în Jos, 


(*) 1.39.3606. Să arătăm înții că energia totală a unui satelit în cimpul 
gravitațional al planetei este egală cu jumătate din energia sa potenţială. 
Din legea mişcării : 


mM muz 


It Lt că) l 
- (1) 
l l 
rezuliă 90 = By Puceă are d E, deci E = 
2 2 P 2 
n] 1 s 
= B+ Ps = En (2) 


Deoarece Al = h;—h, este mic îl putem calcula aproximativ ca diferen- 
Hala dh şi anume: 


i Pa 
dE = ——dE, = E (mat Li i = d dh, (3) 
2 2 ș? 2 (+ h) 
deci AB = — mAh, AF. = m9,Ah, (4) 


unde g, este acceleraţia gravitaţională la altitudinea h. Variația AF, la 
altitudinea h se putea scrie imediat prin judecată elementară, Pe de altă 
parte, variaţia .energiei mecanice este egală cu lucrul mecanic al forelor 
neconservaiive, deci căldura degajată : 


ă | | 
9 = — Lacconş, = — ZI mu(ha — ha) = magh — ha). (5) 
Deoarece h < R putem aproxima pe ş,: 


M 1 
= YM (RR + hl?=y Da 
D= YM:(R-+h) Ta CAR 


S& gal — 2h/R), (6) 
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astfel încît 
0 = mgotit — 2/7) (n — hp) = DMI = 2464 WR. (1) 
1.3.37. h 


| 


(02 + 91)/(39) = 1,56 m; v = V(02—290)/3 = 2,34 m/s. 


a ; Me 


o n 


i aici Pi 


CI 


1.3.38, 7 == mg[v;/(91) + 3 — 2 cosa] = 40 N. 
1.3.39. E = rV2y0 (Mara — mur): (Mat + Me3) = 2,1 m/s. 
1.3.40. o = V2gmil — malz): (ml + mal) = 2,8 rad/s 


1.3.41. e = 2sin i. Vo(mala + malz): (ma FF mala) = 4,04 rad/a. 


1.3.42. o = 2 sin —-/g (E 7): (REF 77) = 4,45 rad/s, 


1.343. N, =mg cosa(3sina—2), dacă sina > 2/3, altfel N, = 0. 
1.344. Toma = mg + ohm = 29,8 N. 


2 mg E 
1.3.46. Ie = mg:3 cos 0, 0, =60%; — (n —lcos 0,) = tg (— 0.) — 
9» 


e a = 3 —V3, d = sin0, —a = 2V3— 3 = 0,46 
2 . 2glcosb, cos, js, d Lat i ja A 


Pa V 
' 3 ma V 
Ag. 13408 


fig 13468 


13.47. P = mag + 29" Domul + Mala) (| — cosaţ a (ml mal) sa 
m 3,92 N + 4,99 N. 
13.48. o = V2giO + mm) = 2,4 m/s. 


A83 


1.9.49. 7, = 49 (ma —3ma) : (ma + na) = —0,59 N; Te =mag(3ma— 
se m) . (m + ma) = 12,4 N. 
1.3.50. cos = cos a — 25 sin = : (gl cosa), a) cos = 0,994, 0 = 


«= 6”10', b) cos0 == 0,760, 0 = 40327, 


M . . MCC": "Co — e OANA CARR 07-a 
1.3.51. — sina + 3 sina — 2 = 0, a =— 30%, u=Vgi(2—3sina)m/M = 
m 


= llm/s. 


1.3.52. a) Cosa, = Rn 4511, og =V2gR/3, a2o=V5 R/3=0,175R, 


yo = 2R/3 = 0,67 R< a; b) cosf = 2/3/9 = 0,385, 6 = 672%; e) h= 
= 23R/27 = 0,85 AR. 


ic ata iv Fig 23828 
1.3.59. cosa == (02 + 2R0)/(3Rg), dacă t9> VE, corpul cade liber 
și revine la h = 2R. Altfel: 
= 50 R/27 + 5x56 (189) — 28/(9 Dg2) — vo/(54 R2g?). 


- ai 4 
1.3.54. Corpul m, va vseila: a = 9 (pm + 50 —1 = pi 
Fără oscilaţiile lui marti: a= a (unaa]ia)? —1= 2 Vo g. 
1.355. cosa = = [3 — molaltml)) = 0 a = 60 
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1.3.56. 2 = 5(/5 + 4/2) 827 =146 N. 


13.3 A 
Pg 13.508 fig tatea 


1.3.57. cosf — 2/3/9 == 0,385, fi = 67%20'. 


BR 


ţ 
i. m 
Ș f VA, | 
NI N | 
LA 
Ag PASTA L_ N E Fig. 12.60 R 


1,3.58. VP = ÎL 7521 + haha) = 3,00 I. 


*) 


13.59. VW =— Fems:(2k (m, + ma] = 0,10 d. 


1.3.60. v, = V2B,(fa F ka)/(mka) = 6,0 m/s. 
1.3.61. o» = ug Vilă mlk =10 mg. 

1.3.62. A = Myg [1 + M/2m))/2R) — 2,94 m. 
13.63. Fu/(m9) = 201 + H/h) = 26. 

1.3.64. P = mg + vVhm = 320 &N. 

1.3.65. S — 72] (2k) + Pscosa = 21 J. 
13.66. Q = Flo + FOR) = UI. 


e. 13.67. mgsina — bo: mgeosa == ma = m. (1) 
. . 43 [$ 4 
Pentru a separa variabilele înmulţim ecuaţia cu da = vdt: 


mg(sina — ba cosa) dz — m e dz = mod. 


integrăm : 
mg(sina — ba cosa) da = mga sina — Li mgba? cosa = 


1 
= imodo = — în? + O, 


unde constanta de integrare se determină din condiţia iniţială : la t = 0 
avem o = 0 şi 4 = 0; rezultă 0 =0, 


: 1 Ă 
mgz sina — Te mg ba? cosa = se mw? (2) 


Dealtfel, aceasta nu este altceva decit tevrema variaţiei energiei cinetice i 
Li . 


i | A 
IL = (masina — bz cosa) da = ma( o sina — —— ba? cosa) = 


Li 


S l 
— ALE, —— a mo2, (3) 
Punem condiţia de oprire p = 0 şi obţinem: 
R [9] - 
ca a, sa 2tga (4) 
 cosa b 


saca ' „dv 
Condiţia de extremum pentru » este anularea derivatei : i = 0, ceeace 


în virtutea ecuaţiei fundamentale (1) dă imediat: 
Sina că (ga (5) 
bcosa b 
Întroducînd această valoare în (3) găsim 
Va = Sin a g/(b cosa). (6) 

«e 1,9.68. a) Pe direcţia radială, centripet, lex secunda dă : 

P — mgcos0 = ma, = ml. (1) 
Pe de altă parte, conservarea energiei cinetice şi potenţiale dă : 


l 
mg(l — Lcosa) = mgil — cos) + pai 22. (2) 
Eliminînd pe me? din cele două ecuaţii obţinem 
T =— mg(3 cos0 — 2 cosa). | (3) 
Tensiunea este maximă cînd cos = 1, 0 = 0, cind îivul trece prin pezi- 
ţia verticală : „MD = mg(8 — 2 cosa). 4 


Max 


Î ai 


| [ză 

PI e | 

[ae E ai 

| i 

i 

E De, i-a 
[] LA « €£ 8 £, «8 

ec < cc 4% ese (420; 838) a > 53"8 =, 
cesx>k esec ef(0/5;3/4) ces ee 35 


Pg 15.003 R 


Ci C 
cc 064125" axa a=53"9 
aia Fig 1388cR 
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b) Pe direcţia tangenţială lex secunda dă : 
a == ml ui = mle, (5) 
di di 


Pentru a putea integra înmulţim ecuaţia cu do = dt: 


— mg sin0 d0 = ml “e d0 = mlodo, (d0/fdi =). 
dt 


Integrăm : 
-- n sin 0d0 = mgcos6 = ml |uaa a m low? + 0, 


d” 
— mgsin0 = ma, = m 2 7 E 


unde constanta de integrare se determină din condiţia iniţială : 
la i = 0 avem 06=a,r1=—0=—ol, o =0: mgecosa =, 


mg(cos0 — cosa) = = m lw?, (6) 


Aceasta este de fapt legea conservării energiei scrisă sub forma ,,unghius 
lară” : 


mgh == mg(l cos8 — leosa) = A lo? = E ml?o?, 
I = ml? este momentul de inerție al bilei faţă de axa de oscilație. 
2 = zi (cos8 — cosa) (7) 
şi din (5) 
pă i sin6. (8) 
Acceleraţia g _ 
a = Vaz + ai =V(o2) + (el = Vot e = 
= g VaXeos0 = cosa)E F sin26, (9) 
c) Valorile extreme corespund anulării derivatei : 
da 1 g? sin 0(4 cosa — 3 cos0) =0, (10) 
d a 


de unde rezultă rădăcinile derivatei : 


cos6, = — cosa. posibil dacă cosa < == a > 41*25', 


SERII ERIE, 
di = d /£ regia A COS? 3 | (11) 
sin0 = 0, a, = 29 (l—cosa), (12) 


Cind trecem prih rădăcina (11) semnul derivatei trece de la minus la 
i d » 3 ș 
plus, deci avem un minim (dacă cosa < ie IE > 41125”). Cind trecem 


prin rădăcina (12) semnul derivatei trece de la —la + dacă cos a > 3/4, 
a <4 41*25', deci avem un minim în acest caz, altfel avem un maxim. 
La extremităţi : 
G. = sina, (0 = 4 a). (13) 
Raportul acceleraţiilor : 


do a 2g9(1 — cosa) — 21o : 
= = 219 


- (14) 


9 |R 


d, g sine 
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Ele se egalează pentru : 


l 
do =, pentru «, = 2 arctg — = 53%, 
2 
pentru « S a, avema, Sa.. (15) 


Cazuri particulare : 


cat > 
X- == Gt == 41'25 | cos dm = 3] : dp = 9/2 = 0,50 9; 
de = 974 = 0,66 g; (16) 
n 8 e PR 538 ( conaa =— A : Ag = de == 49] ia 0,80 9 
d = gVi3/5 = 0,72g. | (17) 


Comparaţi cu rezolvarea problemei î.2.213. 
** 1.9.69. Imediat ce se lasă lanţul liber punctele sale au o = 0, deci 
au numai acceleraţie tangenţială a,. Considerăm întii cazul 1 < rk/2. 


ÎN Pa Ț | 
DR... pr p PE: 7 
i d pi as 
. a / i LA 
f | ÂR 57,20 d | i 
ț A Lo Le / =] 
Ă .€ $ | Pi 
see NE aut aa | n. ANR 
| 
a Aiz.1353R zi E A 


Luăm un element de masă dm cae subintinde unghiul elementar â6. 
Notăm cu A densitatea liniară a lanţului: A=— m/l. Asupra elementului 
dm acţionează forţele din figură (7 — tensiunea din lanț): 


dm + AN + af = dmă, (1) 
Proiectăm această ecuaţie pe direcţia tangenţială : 
dm gsind + d7 = dma, dm = Ads = ARdO (2) 


şi integrăm (sumăm) pe tot lanţul, observînd că a, = const (același pentru 
toate elementele lanţului) : 


a d=a 
| ARO gsin 0 +Qaz = (an a, „no sin0d06+ 7 | =a, Me = ma 
3 v--0 
ARg(l — cosa) = ma, dar x =IR, (3) 
(tensiunea în secţiunile de ia capetele lanţului este zero), 
R ) 
4 =9 SI ț — co-] ;I<rh/2. (4) 
La limită pentru l=mh/2: 
A. == 29]r = 0,64 g. (5) 


(observăm că a, este media lui y sin0 pe un siert de cerc). 
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Qazul 1 > xh/2. Integrăm ecuaţia (3) între limitele 0, r/2): 


a 0/2 
ARg | sin0ăâ0-+ 7 | ee AR a, Sau AR9+ To=AR ia d (6) 
sl - Pz 


unde am notat cu 7, tensiunea în secţiunea 0 = m/2. Pentru a o afla 
scriem lex secunda pentru porţiunea de lanţ atirmnată: 


MI — xR/2) 9 — Do = MI—rR/2ha, To = MI — 7R/2)(9—a), (7) 


astfel încît (6) dă: | 
a=a|i (za): (8) 


La limită cind 1 == zR/2 regăsim (5), iar cind I>xR/2, a, —-g. 


1 A. 
* 19.70. E = mo: = As, v = s-V2Ajm, (1) 
dn DA dr DA A 
Li —— = —————— —— i i e 2 
% di / m di / n & m L (2) 


PF = ma =m Va 4 02 == mVOAsm) + (OR) = 
== DAs VI 4 s2/R2. (3) 
*k 1.3.7], Les secunda se scrie: 


P — mg = ma sau mg(i — 2Ay) = me. (1) 


Pentru a putea integra inmulțim ecuaţia cu dy = văi: 
d 
mg — 2Ay) dy = 7 Ea dy 2 mode (2) 
şi integrăm : 
SP: 1 
mu — 249) dy = mg(y — AV?) = (mac Eee AN he C, 


unde constanta, de integrare se determină din condiţiile iniţiale : 
la î = 0 avem p =0 şi y =0,rezultă 0=0, 
1 i 
mg(y — A?) = ra mo, (3) 


Aceasta nu este altceva docit teorema variaţiei energiei cinetice : 
y 


a] - - €, 1 
Ps ay i = (ac — 249) dy = mg(y — Ay?) = ALB, = le m? 
o = 
Punem condiţia de oprire la înălțimea maximă o =0: 


ma(9 = Ay2) = 0, Va = 1/4. (4) 
Lucrul mecanic cerul : 


y y 
P 
L reală Ldy = |omsa — Ay) dy = ma(u —- iza Baa ar): (5) 
j 
9 It] 
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Puniînd aici y = yo = 1/4, găsim: 


1U d zi (6) 
fe Ia A a 23 E par Sea 
) dr r3 p2 (1) 
P = 0 pentru r; = 2a/b, (2) 
Umin = U(ro) = — b?/(4a) <0. (3) 


ai fig. 13.728 
b) Condiţia de extremum pentru 7 este anularea derivatei : 
YA 
ia = — 6a/rf + 2b/rî = 0, ra = 3a/b, (4) 
r 
Pa = — 05%/(27a2), (atractivă). (5) 
c) Vd. figura, în punctul +, graficul lui U are un punct de inflexiure. 
e 13.73: ada, = At=r/R, = VAR-Vi, (1) 
do sira 1 
My = Ah: 2 
ja ă te) 
a sea SĂ E PETE 
P=Fo=Pp = mav= mVAR—=-VARVi = 
i t Li o i | V 
= = mAN = const. | (3) 
DI.P = Î 9 = Po = map = m e p = Po. (4) 
( 


Separăm variabilele şi integrăm : 
l 
ȚE azi mp2 == D PE 2, 
( moar = m = Pydt-= Pot + O, 
Ed . si . * . Î... . ... Se : 
unde constanta. de integrare se determină din condiţia iniţială ; la (== 0 
avem ;=0: 


l 
E mp2 = Pot, Qa = 92] R = 2Pot/(mR). (5) 


Se putea integra şi definit (limitele de integrare se corespund) : 


") 


- 


i 
1 ) 
(mar = m2:= | puau opt: 
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Puterea (3) fiind constantă, lucrul mecanic efectuat, este egal cu 
pnterea ori timp și contorm teoremei energiei cinetice : 


1 
AE, = pt mo? = Pol, 


deci nu este necesar aici calculul integral. 


- a l— de 
ea 19.74. — uamg a e A ti e NR A 


dt 
i li ie A 
Sara i / (E Ia, 
IES ARE 
Pr ZI 
2 
fig, 73.748 
Le do j 
— (pa — ba) mg —pmmg = m-as. (1) 
( dt 
mg, dv Ti 
— (ha — pa) — (2 + o) = m, o = 0 (2) 
: di Ma — Ha 
sau 
d2(2 + a) me 
— k(a + 29) = m Sep 0 k = (up — un a (3) 


dr 
Aceasta este binecunoscuta ecuaţie diferenţială a iiisucanii „armonie 
cu soluţia cunoscută : 


2 + 2 = Asin(/k/m- t +a), (4) 

o = & = kim Acos(/hm- t + ao = Vin = Vuza, (5) 

unde constantele de integrare 4, « se determină din condiţiile iniţiale: 
la t = 0 avem 2=0 şiv=w: 


By == ASina, 9g = Vi m ACOsa == WACOSa, 


A = Va + ojo?, tea = ao/be; (6) 
rezultă f 
e =W 22 002 sinot + a) — ao. (7) 


Distanţa pînă la opnre se obţine cînd sinusul este 1: 
în = VA jo? — co => VENE: (ua pa 0: [glue — pa)l — 


p == Ip (pa i). > (8) 
Acest rezultat este valabil dacă a < 7, ceeace dă condiţia : 
2 < 2lg(pa + ua)/2 sau ! > vă: [g(ua + ua)l. (9) 


Timpul pînă la oprire (o = 0) se obţine din condiția : 


l (7 
st em FTaEe (7 = e) = 


Pa, 


pp e ete | 
== | a avcctg | arin (10) 
J(az — ua) bo Ma — Ha 
Propunem cititorului să regăsească din (8) și (10) prin trecere la limită 
ui = up, Tezuliatele cunoscute: 


Dim = t3/(2 ug), i pp E %o/(u9)- 
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Rezultatele de mai sus se pei; obține direct din ecuaţia fundamentală 
(3) prin înmulţire cu da = vd! şi integrare : 


— k(2 + 2) da = m = da = mrdr, 


Îl; : a ii 
—h | (2 + 29) da = — ze E i Lo)” = (mean = amo + 0, (11) 
unde constanta de integrare se obţine din condiţiile iniţiale : la 1 = 0 avem 
D2=0şiv=0: 
1 1 i: 1 


Da Dima e a e 5 Apiae d C RER A ÎL 0 a a mi = 
2 lg p my +, 2 i(z ! o) zi îşi 3 Î25 
i | 1 3 
= 002 — — ma. (12) 
2 2 


Aceasta nu este alteevya decit teorema variaţiei energiei cinetice 


L = | paz = AB = | — hr 20) de = 


l at ă pu să 
It am az bl fe AP e sare ka = AH, = D700) nem mă. 


Punind condiţia de oprire v = 0, obţinem (3): 


ta = Va + miă]k — co. 
Scoţind pe e + 2, din (2) şi introducind în (3), găsim 


— ke Va + (03 — 09)? = m —, 02 = km. 
d? 
Separăm variabilele și integrăm : 
de 

OU > — = 

Vot + re = 

— do v 
od! == dt == Deea > ac COS A IERI ai + C, 

| o*a2 03 — 92 Vo? E E 


unde constanta de integrare se determină din condiţia iniţială : la i U 


p %9 
pl == ar COS PE IȚ= — ATC CUB Pe 
a Vo2ai + 2 Voa + 
ini ii )) N 
Piesa [o LL 2033 Cos (o + arc cos e i (13) 
0220 + m 
ceea ce coincide cu (5), dacă ne amintim că . 
are cosa = arctgV1/a: — 1, pentru e >0. - (14) 
b) Q* = — Fr = iz ++ ao = Pâsin(ul + a): o4costol + a) = 
] E A 
== — RA?» sinoi + 2a), (15) 
:j 
i IE 7 o rmmaeea 1 ÎN lui 
Qin = -— kA? = — m (ua paz ua) a E ze (16) 
2 2 vo( ua — ui) 
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(în acest caz sinusul şi cosinusul sînt 1/2 și a + ze = AV2, v=o4, 2). 
Rezultatul se poate obţine şi altfel, de exempiu scoatem ? din (12): 
Q* — h(a + 20) V15 ae — oa 20) = = 


= ko(e + a) Va27 (+ a. (17) 
Condiţia de extremum este anularea A bei 
ii 2 — 9(qp ap 32 _ 
d = lo A? — He + to = 03 = Bg = AN2. (18) 
da VA2— (2 + 2) 


În sfîrşit se pntea Papa Q* prin viteză (scoatem pe 2 + , din ( (13): 
Q* =— h(2 + 2o)o=k Va zi]02 — oja? o = k Va: 2 jo: 


% 2 2 [432 
E se bea A ui apa gi E 
do Va: — 02lo? 
c) Să considerăm acum cazul 
ve > 2lg(pi -+- ua)/2 sau Î < to:[g(pa + a)]. (19) 
În acest caz sania intră complet pe asfalt și forța de îrecare devine cons- 
tantă P, = — um. Viteza saniei în momentul cînd intră complet pe 
asfalt se obţine kn (12) punînd condiţia 2 =: 
2 = va —- w2 203 me 09% 2(1 + + o) E a2[ A? za ( 2 și 2092], (20) 
de unde distanţa parcursă pină la oprire: 
3 = 020229). (21) 


Timpul în momentul intrăni complete a sanie: pe asfalt se obţine din (7) 
punind condiţia =: 


sin(ot' + a) = (+ a)/A, i =: ă (are sin Fe — | . (22) 
w i 


astfel încît timpul total pină la oprire: 


Ti + o/(u2])- (23) 
+e  1.9.75. a) P = IS pop — 0) = ma = m E. (1) 
2 Li 
Separăm variabilele și integrăm : 
FII 2) Ti 
e ăRirue 9 PE ai i. - MRI 
— RSptog = kSp | (20 —0 
2 j 
__ _2m 8 ie o, 
kSp Îro—0 ) 
unde constanta de integrare se determină din condiţia iniţială : la t=0 
avem v=0: 0= 1/9 +0, 0C= — 1/vy, 
2m l l 1 
i = = (— — i) Po a (2) 
KSp loo—v to i /va + kSeti(2m) 


i Ri 7 î i i : a ivit “Tia SI ii 1 Hi Lă 
Ă Li j SA x». . Li 
Se poate integra și definit (limitele de integrate se corespund) 


Li 


Li 
)] Dj 
Da Fi ss _2m (| __do__ _ _2m [a =) ae]: 
Sp (0 —r): RS lo— 0 
d 
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Gentinuăm integrarea : 
do = rd, (ao ze 9 = | văi = (e — ară At 
Pe 1/00 -+ kS pt/(2m) 


9, Ș PR A 
et pică oma [nf + o; 
LS p % 2m 


unde constanta de integrare se determină din condiţia iniţială : 


lat =0 avem z=0: zi In d GA = e Pe. 
%9 0% 
ist pl ca m h (1 + “ne-o: (3) 
LS p an 


Se poate integra şi definit (limitele de integrare se corespund) : 
x ţ 


| 
Răi e 8 e ÎN pre moaca i ieeimeemeneeae ÎL e dili 
|: | Q 1/v9 + hSpti(2m) ) : 
[4] [Î] 


2 ii 1/v9 + kSpt'(2m) a 

IS p 1/v9 | 
b) Teoretic barca atinge viteza vintului o, cind t — co (atunci şi a = 00), 
Timpul cerut se obţine. punînd v = fnp în legea vitezei (2) : 


DP II „A (4) 


Luind m = 130 kg, k = 1,0, $=— 10 m?, p=— 1,3 kg/m5, vw = 10 m/s, 
J = 0,99 = 99%, găsim 7 = 30 min. 
Dacă înlocuim pe î (2) în 2(3) găsim « = (mw): 


9 Ap E) 
am (2 ma). 6) 
Sp Lo —t? Vp —9 
Distanţa parcursă în timpul + (4) se obţine introducinăd + = fog în 
(5) sau 7(4) în (3): 
[3] 
A i du = (2 i In - - i (6) 
KSp VL —] 1 —f 


Ca evaluare: sg 2,0 km. 
Se poate obţine s = s(») direct; prin integrare, înmulțind ambii membri 


ai ecuaţiei tundamentale cu > — = : 
di 
43 O, m — 
vii = dz = e are modo____ re 0703 "Up: A+ to dv, 
— RS plop — ov) Sp (m —o) 
2 | 
2 ) ) (ip 
N e ea | ME + | = 
IS p 9 — 99 (p9—v ] 
Ei ” 
= 2 (info — sul ud + 0], 
I:S p vpo—? 


unde constanta de integrare se determină din condiţia iniţială : la £ = 0 
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avem 1 =0 şi 2 =0:0=ln94+1+4+0”,0%'= —lnv-—l, 
*) Dia 
e d cal La IA 0) | 


IS p To v,—v 


Se poatejintegra și definit (limitele de integrare se corespund) : 


4 v v 


ja = g = E | | de d | rpde = 
IS 9) v — vo (09 SE o): 
i 0 


2m le—o.]| 1 Ă 3 
e | Mapa E FE (—— zi li 
kS p — to v—v to 
c) Puterea dezvoltată de forţa vintului: 


P=Fo= 2 ES p(vo—v)?: 0. (7) 


Dacă scriem 
P o (00 — (0 — 0): 2v, 
atunci avem un produs de 3 factori (numai doi diferiţi) a căror sumă este 
constantă, de aceea produsul va fi maxim cind factorii sint egal între ei: 
99 —0= 09 —0v= 2, 0 = 9]3. (8) 
Acest rezultat se poate obţine, desigur, punind condiţia de anulare a 
derivatei : 
P'(9) o — 2(00 — to + (09 — 9)? = 0, de unde v = v/3 
(o = 7, corespunde minimului P = 0 şi nu este realizabil fiziceşte). 


x 1.3.76. N — mgsin0 — ma, —mo?/R, mg cos0—uN —ma.=m e. (1) 
Eliminăm pe N din cele două ecuaţii: 

m 2, =— mg cos0 — u(mg sin0 + mo/R), 

fig 12.76A 
înmulțim cu ds =— dt = RdO: 
m a ds = — umo?d0 + mg(cos0 — usin 0) RdO 

sau : 

AF, + 2uB.d0 = mg(cos0 — yu sin0) Rd. (2) 


Aie, variabilele nu se separă direct, dar înmulţind ecuaţia cu un factor 
convenabil (numit factor integrand), variabilele se separă. 
În cazul nostru înmulţim cu 62%; 
ed, + 2 ue D.d0 = mg(cos0 — u sin 0) Re40 
sau 
d(E.e*) = mg(cos0 — usin0) Re*0d0. (3) 
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Integrăm : 


( acz, ei) = E.e%? = mg9R | (cose — usin0) e d0. (4) 
DS, 

Integrala din membrul drept este ușor de calculat, fiindcă integrala func- 
ţiei exponenţiale înmulțită cu funcţii tmgonometrice este de acelaşi tip 
și aplicăm metoda identificării : 


|cose — u sin 0) e2% d0 = (4 cos0 + Bsin0)e2 +0. 


Prin derivarea membrului drept trebuie să regăsim integrandul din stinga : 
(cos0 — usin60) e — (— A sin0 + Bcos0) e? + 
+ 2u(Acos6 + Bsin 0) e, 
prin identiiicare : 
1=B+2u4, —u= —A+ 2uB, 
de unde 
__ 3u __ 1 — 2u2 
Lo 4p2 Le 
Integrala (4) devine: 
3 1 — 2u?)si 
ARIE ucos0 + [ 2u2) sin0 
1 + 4u2 
unde constanta de integrare se determină din condiţia iniţială : la t = 0 
avem 0 =0 şi E. =0: 0=— mgR 0 + 0, astfel încit: 
1 + 4u2 


+ Ce-2b, 


id 
E, = A mw2 = a: [3u cos6 + (1 — 2u2) sin6 — 3 ue-20). (6) 


(*%) 1.3.77. a) Cimpul de forțe este conservativ : 


(cz dz = + For pentru z > 0, 
O 


E,(2) = — ra = a 
ă — (ra = — Poz pentru a < 0 


(1) 


deci E„(2) = Falel. 


Fig, 13.77 R b 
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Am ales E, = 0 în origine (Vd. figura). Particula se mişcă în „groapa 
de potenţial” din figură, fiind supusă şi la o forţă de îrecare. 

Teorema variaţiei energiei mecanice spune că variaţia energiei meca- 
nice este egală cu lucrul mecanic al forțelor neconservative : 


A(Ee + E) „=> Iiecona: ii | ara da. (2) 


Forțele de frecare sînt meconservalive, ele se opun mişcării şi fac lucru meca- 
nie negativ, deci energia mecanică scade, transformindu-se în căldură. 
În cazul nostru particula are iniţial energie potenţială E£,(20) = Fozo; 
ea va oscila în jurul originii pînă se va opri în origine : E,„(0) = 0, energia 
sa potenţială transformindu-se în căldură, deci 

Q = Pop = 1,00 J. (3) 
b) Deoarece forţele sint constante mişcarea va îi uniform variată cu acce- 
lerața 


1 1 ; 
d = — (7 Po + F,) sau aq — — (2 Fo —Pyp). 
m m 
Dar pentru mişcarea uniform variată este valabilă formula lui Galilei 
v = Vo+ 2a(2 — 29) (4) 
al cărei grafic este o parabolă (cu axa de simetrie 0»): 
PERL (2 ms că ) (funcţie pătratică), (5) 
2a 20 


de aceea graficul p = v(z) este format din segmente de parabolă ca în 
figură. 


| 

l 

| 
% 


Ag 13788 


Fig. 137%R 


** 1.3.78. a) c este viteza limită maximă posibilă (pentru t — oo), iar 
= este momentul în care viteza atinge valoarea c/2 (vd. figura). 


b) G = „de SE E i (1) 
dt (ta) 
2 1N0T 
9 sere soma ee capata 2 
CI (2) 
x [i 
VL; = ra - | ua . | ELE Se a E a 
Cp te 


= ma Pe dt = mor] ai arsi Ba 
| e+o ea re 


U 


N | | | 7 1 T | 
= me?z| — TI —- ———|= 
LA -p Ţ 27 2 (d - ri e ÎN sta 
1 242 1 a 
ce a pe a mo, (3) 


2 (ta 2 


LU = ABE, = = mo?. (4) 
do d da 
++ 1.3.79.a=—=—t(o Ag) — A ——- = A9 
dt adi d Mu dt i 


separăm variabilele şi integrăm : 


do do 1 
d=—s Vdi=t= = — (n; C 
4 | | A (nov + 0), 


p Av 
unde constanta de integrare se determină din condiţia iniţială : 
la t=0 avem 9 = t%:0= ln + C0,0= — nr, 
p 
tb = —lmn—, o = ret, (1) 
%9 


Se putea integra și definit (limitole de integrare se corespund) : 


[i v 


dt =t= E OR E EA 
Av A 79 


Yo . 
Pentru a afla lucrul mecanic putem aplica direct teorema variaţiei ener- 
piei cinetice: 
y 1 ] 1 : 
L = AE, = rile mră = 7 moa(e*4: — 1), (2) 


. . = 2 = E 3 eu 
Din legea vitezei (1) se vede imediat că pentru î = 1/4, viteza bt = tot, 
deci devine de e = 2,7 ori mai mare decit cea iniţială. 
** 1.9.80. AL =F dr =7P cos0 ds = (Po+ As) cos (Bs)-ds, 
r 
L = | dL = VPuds -- (ac (Bs) ds. 
Să calculăm integrala (prin părţi) : 


== | a cosa da = | rd(sina) = a sina — (sin dz = 


= a Sing + Cosa. (1) 
Deci în cazul nostru : 


Li = Be (ao = 3 ZA Bs cos(Bs) d(Bs) = Pos + = (BssmBs + cosBs) + O 
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unde constanta de integrare se determină din condiţia la margine : 


A A 
la s=0, L=0; 0 rd, ii 
L = Po + (Be sinBs + cos Bs — 1). (2) 


Se poate integra și definit (limitele de integrare se corespund) : 
D Li s 


(ar= ÎL = (ras -- ză Bs cos(Bs) d(Bs) = Pos + 
[1] [1] [1] 


Li 


d = (Bs sin Bs + cos Bs) 


Li] 
Lucrul mecanic total, cerut, se obţine imediat punind z/2=— Bs, s = n/(2B)a 


7 Af[-x 
TO A A cai A, N IA 3 
2p + (3 ) (5) 
++ 13.81. o= 2 = B+ 20, dă ii 


= — = 20, PF = ma = 2m0, 
di 


L = | paz = (oa = (mot + 20t)di = 2mOC(Bi + 012) = 
d 


0 


= 2m Ct(B + Cd). 


1.4. Impulsul mecanice 


1.4.1. lafla = VPalPa ma/ma = V pa] pa: 
1.4.2. 2 = d (ma—mi): (ma + ma + M) = 1,00 m. 
1.4.8. 2 = — hm: (mat ma4+ M)= — 0,20 m. 
4 ÎN 
PI 
, CM îș Ț 
/, 
ZA n: 
- î 
dp. 1412 FL] mg 
Ap 1488 b 
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1.4.4. f = Mele — 1302) = mii 

1.4.5. FE = Ur :(U0Â+rE. 

1.4.6. va = 2 Madi: (Ma Ma) = CAN mima = 00. 
1.4.7. p = (2—f) nm(v Fu) = 1,02 KN, resp. 2,30 kN. 
1.4.9.a = 29. 

1.4.9. a) T = = (ma — ma)g = 9,8 N; 


1 m; V 3 
b) a! = 1 Bta pe | 
zi 2 Y 2m, i my 2 : 
1.4.10. a) simultan: za =u. 2m:(M + 2m) = 2,0 m/s, succesiv 
ta = umil :(M + m) + 1:(M + 2m)] = 22 m/s; 
b) Simultan: 73 = 0; succesiv: 
va = — um: [((M + m)(M + 2m)] = — 0,20 m/s. 
e = m: [2u9 (m+ M)] = 1,00 m. 
Vs = 0 [2k: (1 + E); = (4%: (+ kr. 
ha = ha M?2/m? = 90 cm. 
- vo = V2ugi( 1 + m]M) = 3,0 m/s. 
8 = mo: [2ug(m + +- ma2)] = 70 am. 
vo = 2Vugi( i + m]M) = 2,3 m/s. 


EI iza 


PD 


Lă e A Ș..3 Pa A 
e e e e Pe n me me 
[] . . Li Li . Lă 


5 9 m PD PP m mă 


7. oua = V2W mai :Imaz(ma < m2)] = 200 m/s, resp. 100 m/s. 
+18. v == 2/29 per pl a 

„4.19. ie 1 — (0/vo)? — (10/00) )> m]M = 0,64. 

4.20. [1 :(1—f)]+1=3 
A n = —um : (m + M) = = —0,20 m/s; u = 2% : (2ge) = 0,010 

W = Fi PD „ih ee AI 
2 mÂ+ .M 
422. h' = 2gh2: (|A5I]m — V2gh): = 7,0 em. 


= mgh + 2 mMo2: (m A+ M) = 164,7 J. 
O = 4,0 kN. 


A Vnegha  2gh ma E ai 
. Lot). P ——— m2gh, -- 29h>(ma - mp)? — 1,96 kN. 


ră 
SS 
y 
| 


N 
LI 
I2L | 


— m... -_ — 
= Dr 
L9 
<D 


1.4.26. î = V2h[g(U+f+ k): (U—h);s =h(U1 + k2):(1—k2)=52m. 
14.27. va = —um: (m+ M) = — 0,60 m/s; E, = mu :(m+ M)= 
= 1270 JI 


1.4.28. d — mă : [2ug(m + mo)] = 2,45m. 
14.29. vi =v+umi:(M-+mn)=0, 80 m/S, 


ta = v+um: e. svuliniilua La ti M/S, 03 = 90 —um(M + 2m): 
: (M + mb = 0,38 m/s. 


(%) 14.30. Feorema variaţiei impulsului pentru punctul material F qt = 
= mA în cazul unidimensional (proiectată pe axa 0) dă 


|ra =" Av, (1) 
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Aplicăm această teoremă separat pentru cele două corpuri. Observăm 
că impulsul forţei [Pat reprezintă aria mărginită de graficul forţei. În 
procesul ciocnirii interacţia este descrisă prin cele două forțe de percuție, 
acţiunea, și reacţiunea. În cazul nostru asupra primului corp acţionează 
forţa — |P'|, iar asupra celui de-al doilea forţa + |F|, pe axa Oz. Aria 


Făt sste în cazul nostru aria unui triunghi : zi For, prin urmare : 


i 
Se zip => mata — Mat Fat = Mata — Mota (2) 
de unde 
a 4 € 
mi = 0 — ———— Por= — 10mM/8; ti = ba + For = —5,0m/s. (3) 
2m, 2m3 
Coeticientul de restituţie este prin definiţie : 
k = —(01 — ta): (01 — 92) = 0,20. (4) 
Căldura degajată prin ciocnire : 
| | 1 j, 
„A 2 si ai E, Pa — 
9 == 3 mai + 4 mată — Ea Mat — Ir 1Natie = 
1 Maha 2 9 
ae (1—k ) (21. —ta2k = 40 J. (5) 
2 ma ma 
Se poate judeca și fără integrale, scriind legea (1) astfel 
(PAL = mA, (6) 


unde (F> este forţa medie pe intervalul de timp At. Dar din definiţia 
și interpretarea geometrică a valorii medii rezultă că (PYAL este aria 
de sub graficul forţei în diagrama P — t (forţa reprezentată în funcţie 
de timp). 


14.31. ho = = (00 — V2gh m|mok = 46 m. 


îl» 7 oa Aaa alia aci 
1.432, vw = —— foi FU = 10,97, t = 
1 —f S 
i ÎN ae | 07% age 
e ea p'2 — 03 4 9'—9' | — 1,288. 
g Pi A 0.3 | ) 


14.33. vea = (Mata + Mota): (ma + ma) = 3,0 a 
S 


1.4.94. AE, = 2mop(0, + 02) = 1,00: 10-22 J, Ap = —2m(o +12) = 
= — 0,50: 10-22 Ns. 

1.4.35. a) 4mimz: (mu + mo), b) mama: (ma + mo)? €) ma: (ma +ma), 
d) my = ma. 

14.36. dem = 9(ma — ma: (ma + mo)? = 0,39 m/s2. 

14.37. ma2 = Vaal F 92)2T7/(2ny) = 3,7 - 10% kg, resp. 1,85 - 10% kg. 
1.4.38. T = 4x?n2l mama: (ma + ma) = 946 N 
1 


„A 
4.99. 1 — 1/n <f<1 — 1/m2 sau pu) Ei = 
40. majm = VE, e PA VE) : VE, 23 VE) = 15,6. 


41. 0” =(0 — Vo): m: (m + M) =— 1,00 m/s. 
42., Dom = 12 %o; bin = 137 1:(120,). 


in 
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1.4.43. a) sin(a/2) = sin(a,/2) : (m, — ma) : (Ma + ma), u = — 11"29, 
sin(a4j2) = sin(a4/2) 2: (ma + ma), a = 479; b) sin(a'/2) = sin(a,/2)- 
“ma: (Ma-knz), o =234'; c) 0 — 291 sin?(a./2): mama: (m + ma) = 118 I 
14.44%. = Ym + Mg + (m + MOEgH: (m + M) = 12m/s. 

1.445. N = [(0o/d)V/ 2h]9] = 90. 
i JA Vaal Va: (M+m)+VUI—h)M2: (Mm) +h]= 
= U,498. 
1.447. v = VglM: [im + M)sin2al, va = demn pentru « = 45. 


— 1 
1.4.498. Vrmia -— Val => 3,83 m/s pt. igu =— _- 1 ca, za „W — 9 ni, 
m 1 mM 
[14 — = 276 d > Waia = — IVI + m/M. 
(+27) Lai FaTa 


1.4.49. dm = 2u(V2gh-t + 2h) e 9 m. 
1.4.50. EH = (m/M) (», sina — /2g9h)'/(29) = 11 em. 


y m, 


14.51. h = or 4+- gs, vi — 60 m/8 ; Vo Cosa = sYg9/(2h) = 150 m/s 


tgp = hei: (1 + k)ve cosa] — 4/15; vţeosf m (1 + bhoocosa = 4501, 
b = [teâ + Vig26 + 2gh/(o2cos28)]- re cos28 : g = 11,88 km. 


1.4.52, vw = v,[sin28 + nsin?2a — 2n sina sinf cos(a 4 Br: : 
: (1 + n)sin8] = 14 m/s. 

1.453. W = mgb + m MAR) = 347 I. 

14.54. hm pr: ca — 1,00 m, b = 2h sin 4a = 6,93 m. 

1.455. 0, — (0/49) 9/2 2) = =1 „00 ra 8. 

1 „43 56. tu te == 8 u | Se == „50. 
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m 


1.4.57. u=tga -(1—f):(1 + ])= 00. a ți 
1.4.8. 2 = |ogtsina = 35 m/S, Lin = 2m* Vylsina = 70 N. 
1.4 59. sina = 1/(81), a = 30. 

1.4.60. tgf =n:tga, mexN. 


i. ditai Fig. 14E7R 


ai 


1.4.61. 'Fie' jr duata ciccnihii, £' = ro(cosa —uu sina) — ugT 


. "Para PCT — pai 3 E. 
a to(cosa—u sina), to= | 21 —uctga), sSh(l/u— ciga)(eosa— p sin a)'= 


3) 


= 1,00 m. 
1.4.62. Condiţia de oprite la baza planului : u > (1— mg te( 3 se ) 


Li 


Z%Wsin e 


Ai 1462R 2 
(N — reacţiunea planului orizontal care este sigur îndeplinită dacă > 3 


— a, ceea ce se întimplă în cazul nostru. 
1.4.63. 7' = vo(cosa — u sina) — ugr > 0 dă condiţia din? enunţ. 


(icos ax] sin) 


fig. 1.4538 
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14.64. Condiţia de oprire : u > (1—mg/N) ctg « (vd. problema 1.4.62) 
este sigur îndeplinită dacă u > ctg a sau e > 90 — AL. 


14.65. Pas = 9T/(2 sina) = 9,8 M/S, Pia = gT ctga — 8,49 m/s. 


| 14.06, 7'=—2 sina /2s/g: [| sin? & — u2 COS2g aaa + u Cosa — 
i es u 60s8a)] = 9,37 s, d = stga/u — 16,3 m. 
1.4.67. H —h + isin?a = 1,00m. 
1.4.68. 1 = 8 h sina = 4,0 m. 


1.4.69. cosa = V2/3, a = 35% sau cosa = 2/5, a = 50%40”. 


x A 
Ph / N 
7 N E N 

ă / Ei N j A 
. să în N 

23/ LĂ SA inel 

ce > 90 /& 
a Fig. 14.638 b 


1,4.70. u = V2mgl: MU + M/m)] = 0,70 m/s. 
1.4.7]. h = 1c0822a == 0,20 m. 


fig 1477R fig. 14.03R 


14.12, 9 = ză Val| arsin-*--(m + M) sin a =—22,1 m/s sau 5,3 m/s. 
N A 
1.4.73. T = mg (3 cos — 2 cosa), Tau, = 3 mg cos, = IT, = 1,5 mg, 
0, = 60, A =h +1 (1 — cos%0,) = 1,00 m. 


14.74. Unu = —-4m: (m + M)2 = 0,22, um = - m2 : (m + M) = 


_ 


= 0,055 
14.75. s = 4WM : [mg(m+2M)], P = Var: (m + 2M); 


d IE 
barcă: Mz” i, s 2 Wl(mg), F = 7 /mW ; şlep: M > m, s = 2W/(mg), 


P 2 = VomW. 
1.4.76. a) PF = 5mg = 490 N, b) PF = 6mg = 588N. 
1.477. 9>VR9 (+ Mm) = 11,8 m/s. , 
1 
() 14.78. E; = 2 mama (20): (mu + ma) f = E,JEc= | Mata 4v”] 


1 1 
(ma + -a|: ra. my? + - mat = = 4mima: (ma + ma. (1) 
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Transcriem rezultatul astfel : 
4 
(V mapa + V ma/ma) 
Acum se vede că la numitor avem suma a două mărimi variabile, dar al 
căror produs este constant, deci suma va ti minimă cînd termenii sint 
egali (atunci fracţia f va fi maximă) : 
| ma]ma = Vma]ma, de unde m, = ma. (3) 


Deci în cazul ciocnirii considerate cantitatea de căldură degajată este 
maximă cînd masele sint egale între ele. 
Altfel, cu ajutorul derivatelor : 


Ei 1 Stiu) 
f = paz? unde /(r) = r + pl. r=V May 


1 re 
P'(r) =0=1—-— „de unde r=1= Vm.Ime. 
7 
3, 
F”'(r) — pr > 0. 
și 
Numitorul fiind minim, fracţia va îi maximă. 

1.4.79. —AE,/E.=1— Vha]ha. 

1.4.80. m,/ma == k: (2 + k) = 1/3. 

1.4.81. Condiţia de posibilitate a problemei : 2md/(x01M)= 4n +1 
pentru punctul A și =4n +3 pentru B; tga = (1/d) [(mk/2P:2—1], 
vo = Vgl V(I 2 02/12): A[(k) + (mp2): 41. 

1.4.82. ma = 5m,|3 = 0,500 kg. 

14.83. zi = (1/ma) Vm202 + m22 = 7,07 m/s, 


Q = IA mMota( ll —ma]ma) = 2,5. 


d 
1.4.84. Q = 3 maă( 1 — mama) = 25J. 


DA 3 
pu i 
Pe 
i di, A 
2 ă 
AIP 9 Ag 1465R fă. 24.88 


1 “ 
14.85. vu = a V2E, :(1/ma + 1/ma + 1/ma), î = 1,2;3. 
4 


1.4.86. î=—c0 (r—1): (741), d=c3-2:[r(r-+1)], te0=V Or Dir FI). 
1.497. vi = ta Sin 03: sin(0, + 02), 0 = ti(ma/ma) sin 0, : sin(0,4- 0); 
AE, = — mattl(ma/ma) sin20, + sin20 — sin2(6, -- 02)]: sin2(0,-+ 6,), con- 


diţia m = Ma şi AB, = 0 dă 0, + 0, = 90%. 
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MeV 


Fig 14008 


E 21.4.88, Din triunghiul impulsurilor (teorema cosinusului) ; 
(mov)? — (m9)2 + (moi)? — 2mvmati Cos. (1) 
Conservarea energiei cinetice (ciocnire perfect elastică) : 
— My = — m + — Ma. (2) 
a) Din cele două ecuaţii rezultă 
vi —vu(ma C050FV/ m2 — m?sin20) : (m, + Me) = 


=", SE DE (cos F Vr: — sin20), 
1l—+r 


= 2 sine + 7 tcos6 Vr: — sin26, |sin0] <r. (3) 
| T = Malm. 


Schimbarea semnului lui 6 dă aceeaşi soluţie, de aceea vora considera 
Ge (0, x], sin 0 >0. 
Deoarece ui = |t;| 2 0, soluţia cu minus radical este admisibilă dacă 
cos20 >r2 — sin?20, adică rsl. 
Pentru r = 1, (my = ma) avem. 
v = 0, 0, = Sau vi = V, COs6, 1 = vsin0,(m, = ma), (4) 
în ultimul caz particulele pleacă pe direcţii perpendiculare între ele. În 


primul caz 0 este nedeterminat, dar se poate considera 0 — ra şi atunci 


primul caz apare ca un caz limită al celui de-al duilea. 
Pentru r < 1, 0 < r/2, (sin0 < rr) avem cele două soluţii. 
Pentru r < 1, 0 > z/2, (sin < r) avem numai soluţia cu plusradical. 
Pentru r > 1, avem numai soluţia cu plus radical. 


* i] l 2 1 Lăi i 2 
b) f = — AEau: Ea = (mari au miti: (3 muti) = 
LI) 
ese ——— (7 + sin20 + cos0Vr2 — sin20). (5) 
pia | 
c) Fracţiunea f depinde de raportul r = me/m, Şi de unghiul 0. 
Să considerăm întii » — 1, atunci 


f = 1 sau f = sin?0, deci f este maxim cînd 
m = 0, ta = bu (0 — x[2). 
Să considerăm și cazul particular sin =r< 1, atunci 
ti alfa petit SRR tencca itetii 1 
| r 1 4 sin 
care creste monoton către 1 cînd r= sin —1. 
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Să calculăm cele două derivate parţiale: 
9f 2 . NT IEI DER Fa . 
—— > o [(—r—2sin20)V r2—sin204+cos0(r—r242 sin20)]. 
MTA n re. [( ) | +cos0(r—r2+ )] 
ie sf Ala (7) 

Pentru r = 1 această derivată se poate anula. Acest caz l-am con- 
siderat mai sus. 

Scriind f sub forma : 

2 


== —————— (r + 1 — cos28 cos0Vr2 — 1 cos20 =] 
aaa + cos0V + cos?0), (8) 
avem 
ADE. stă a PODU. mec ai 0 arta 
00 9 cos 00 9 cos 
= —sin 0. sim a 2 —— (cos6 2 Vr2 2 sin26)2. (9) 


(Ur) rr Zsin26 
Această derivată se poate anula pentru r = 1, caz pe care l-am studiat, 
sau pentru 0 = 0 sau + (caz unidimensional) cind obţinem : 


Ar : 
În = EI ca 7) = 4mima: (m + Ma), (10) 


care este maxim pentru r = 1 (m, = ma) CÎNd fo = 1. 
1.4.89. M = 3m/2 = 300 g. 


o G & 


fig. 1499 


1.490. te(0 + a) = (mi + ma) tea: [(m — ma) di — 2mata] = 
— 3/6, 0 = 134*. 

1.4 91. v3=— V2gh:V/ Mm + M M|m = = 0,44 m/s. 

14.92. d = 2/ (E—h)h (U+m|M) = 2,00 m. 

1.4.93. Ma, (MU + m) = 0,64 m. 

1.494. » = Voli = mM: (m M)2] = 29R = 2,0 m/s. 

14.95. h = Rm/M = 10 em. 

1.4.96. s — z22/(16h) — 40 em. 

1.497. vi! = om? + Maha —- mă: (m + Mp) = 81 m/s, va = 
= im: (ma +-1ma) = 4,0 m/s. 

14.98. 2; = A 2 are — 4,0 m/s, ov = Pimu]ma = 1,8 m/s. 

14.99. tea = 0 Sina: (v, cosa + 22 cosf) = 0,634, a' = 32*22', 

pi = [2 Ein 42 Cos? 6 —- 4, COS cosg Jr? = 3, 03 m/s. 

1.4.100. vw = [(, — 03) + 03 + 2(0—vp)og cos 2aP/2 — 14,1 m/s, 

teB = (04 —02) sin 2a: [va + (01 —02) cos 2a] = 1,00, 6 = 450, 


1.4.101. 2, = V2Ema: Lma(ma + ma)] = 2,0 m/s, va = 1,0 m/s. 
14.102. (f> = îi [29h'+ (2h/mVi3 + h2 — 122 = 0,60 kN. 


"1/2 
14.103. a = —F, |k + |re+ = m? :.(m +20 =4,1 em, 
14.104. v= V2ug aug) + am = 2,2 m/s. 
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fig, 141058 
ui (4g.14.40R 
1,4.105. p = — vpcos2a: (2 cosa cosf), (8 trebuie ales), (vs = tota). 
+ 14.106. P= Al = ma = m. 3 (1) 
Separăm variabilele și integrăm : 
mde = Atdt, | ma Ea | Atdt, mo = - At2 + C, (2) 


unde constanta de integrare se determină din condiţia inițială : la t = 0 


avem v = 9: mo = 0, mo sati At2 + mo 


d 
d = Y9 -- Die At. (3) 


Se poate integra şi definit (limitele de integrare se corespund) : 


v Li 
| md = | Atdt, m(o — vo) = Sa At. 


3 [1] 
Dealtiel aceasta nu este altceva decit teorema variaţiei impulsului punc- 
tului material. 
Continuăm integrarea. : 


da = vdt, bd =2 = (o+ 2 AP = Dot + „L44e + 0", 
2m 6m 


unde constanta de integrare 0' se determină din condiţia inițială : 
la î = 0 avem 2 = 0; rezultă 0'=0, 


& seg fate. (4) 

6m 
x 1.,4.107. Forţa de apăsare se compune din forța „statică” a porţiuni 
de lanţ deja existente pe masă A 29 plus o contribuţie „,dinamică” dată 


de variaţia de impuls pe unitatea de timp ii „ Dar dm m-a dz, 
atunci 
mg m da mg 21 __ 9 1 2 1 2 
= ap pr——0 = —(a+o == |— — 22 | = 
pp o = Pia + ci)j) E (s andectă 
= gta, pentru t < V21/g. (1) 
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În momentul final : 


PF = 3mg. (2) 
Impulsul transmis în timpul dt de elementul de masă dm : 
dp = dm: o = Pazo = Văga da. (3) 
integrăm : 
1 1 
ie — 9 2 SIE 
pap = Vaza do = Vaya => = m 2gl. (4) 
o o 


1.5. Momentul cinetic 
1.5.1. h = pu (tga + ua) sina: (1 + auz) = 0,99 m. 
Hohe 


Arh 
fig 151R fig 153R 


1.5.2, T = pete = 84,9 N. 


1.5.3. R = DIVA ctgza = 40,8N, tg5 = 2tgo, B = 17354. 
1.5.4. tga = a]b + 1]u = 3,00, a = 7134. 
1.5.5. R = mV92 + (nn sina)? = 22 N; tef = pă An?n2] sina =2,0, 


ARE 
3=—63*36', M=mlsina(4r?n2l cosa— 9)=12,2 N.m ; T=2mV 1 cosa/g =1,87 s. 


a Fig 15.8R 
forțele asupra bilei P Forțele asupra fijei 
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1.5.6. cosa = II (mad, + 7mad2) : (mudi + mad) = îi a = 60” (pen- 
2 PL 
dulul conic). 


1.5.7. N = 41muma9: (ma + ma) = 294 N. 
1.5.8. F = (|2 — 1) umg =0,81 N, z=1//2=0,f7lm. 
, 


Ai | 
E: pi 


Fa 1599 


fig 15.98 mg 


1.5.9. tga =: (cost 0 


= uta 
) ș . 
= 


> [ du: [1 —u2+ (l+u?)cos], 
a = 157. 
1.5.10. k = C/R2 = 10 N/m. 


1.5.11. Se conservă numai direcţia lui L, deci traiectoria rămîne 
plană. za Ă 
1.5.12. a) Zero, b) |dL/dt| = |M! = mgl sin0. 


1.5.13. L = moossina = 1,00 ].s; L. faţă de orice punct de pe nor- 
mala în punctul de ciocnire se conservă în procesul ciocnirii. 


x 


1.5.14. Momentul M are componentele : M (0, 0, —mga). Se poate 
obţine direct sau din 


—- 


"9 
M="rxF=l|ae y 0 |=— (—mgz) = — k move d Cos a; (1) 
0 —mg0 
Pa = 0o COS0y Vp = to Sihag — gt; (2) 


: 1 
LI = 0o Î Cosa, Y = volsin a, ———gt:; 


(3) 
208 |. 


nai i 
pa 
> 


L=rxmo=m| 70 = hay — Yva) = E ti mgloo Cosa. (4) 
Va OD 0| i 
Se verifică : M, = 7 IL, (celelalte componente sînt nule), | (5) 
+ 1.5.15. 
| i j Î | 


M =rxF = | R cos R sin —lccsa| = î(—mgRsin0)+j mg Rcos = 
| 
0 0 — m9 | 

= mgl sin a(—7 sin + j cos), 

M este pe direcția vitezei e = oR pei sin 0-+-j cos6), 

IM |= mgl sina = 0,76 N.m. (7) 
| Di ) J: | 
L =rXmo = m Rcos0 Rsin0 —lcosa/= 
| 


|—osin0 _reos 0 
= m vl(î Cosa cos8 + j cosa sin 0 + k sin a). (8) 
|L| = mal = ml sina Vgljeosa = 0,33 J.s, (9) 
căci mgtga = mo? R = mel sina), 2 = gl sin?au/cosa. (10) 
'Tinind seama că EA cos0 = — iii SE =— — sin: dig sin 0 = cos0:ow 
di di dt 
(11) 
și că lex secunda dă mro = mg tou, (12) 
rezultă imediat : 
“7 1/1, . . :9 
d n , pe componente: M, = L,, M, = Lu M,= 1, =0. (13) 
( 


1.5.16. Forţele mg şi N sint incidente cu diametrul vertical, deci 
My=—0 si Lui = = const, 


1.5.17. L = (r,—r, ) X mo IL, — mod, (d — sistanţa dintre drepte). 
1.5.18. ne =—m 2 = 4,0 rot/s, W = e dn mt — 1) = 2,129. 


* 15.19. Forţa rezultantă T fiind ler momentul cinetie Î faţă 
de centru se conservă, deci imediat după arderea firului viteza nu se schimbă 
și energia cinetică se conservă (Tr). Se schimbă brusc tensiunea din 
firul superior şi deoarece pa direcţia radială inițial 74 = mo?/r, iar final 
T = mo|R, LI < To, raza de curbură a traiectoriei crește brusc (scade 
și acceleraţia normală). | 
Iniţial : 

To = (ma + ma)g] = mor. (1) 
Final, pentru corpul m: _ 
T — mag = mi, (2) 


14: — e. 73 209 


Fig. 15.88 


pentru corpul m: 
T = mo|R. (3) 
În SR neinerţial rotit în jurul centrului O solidar cu particula m, avem 
pe direcţie radială spre centru : 
T — mo?]r = —mr, (4) 


unde mo?/r este „forţa complementară de transport” centrifugă, iar 7 este 
accelerația radială centrifugă. 
Scoţind din (1) şi (2) me?/r și 7, și introducind în (4), găsim 


T = mag(m + ma + ma): (m m) = 0,245 N. (5) 
De asemenea, din (3) şi (4) rezultă acceleraţia 
= v2]r — o2]R, (6) 


care se poate calcula și direct astfel (vd. figura) : 

r+ Ar = VR2+ (8—r)? — 2R(R—r) cos d9. 
Mărimea Ar este de ordinul doi infinitezimal), deaceea cosd0 trebuie dez- 
voltat pină la ordinul doi: 


cos d = 1 — ao, 
Atunci rezultă 
Ar = Vr 3 R(R—r)Ad02 —r = a E + Li R(R—7r)d02—r. 


şi aproximiînd radicalul cu formula cunoscută 
(1+ a) s1+pu, pe, |el<l, (la noi p=1/), (7) 
găsim (RdO = dl): 


E Dă R(R—r)d0? = e ae 
2p 2 p 
Identificînd cu dezvoltarea lui Ar : 
Ar = rădt + ae PR 
găsim 
. se R—r 
r=0,r= 2 8 
, FA (8) 
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şi deci în concordanţă cu (6): 


DS pe a 9) 
P R 
Revenind la ecuaţiile (3) şi (1) 


T = mo2]R = aa (na + 29, 
R m 


de unde, folosind şi (5), rezultă: 
R (ma + Ma2)g Ma + Ma m + Ma 


a AI e 2 = 16. (10) 
i 4 ,] ma m Ma + Ma 
* 1.5.20. M (0, 0, —mgl sin0), (1) 
ceea ce se poate obţine direct sau din 
DĂ 3 &| 
M — rxF =—|lsin0 —lcos0 0|= F(—mglsin6). (2) 
O —mg i] 


(Tensiunea T nu dă moment față de punctul de suspensie — are braţul 
zero). 


(0,0, ml), (3) 
ceea ce se poate obţine direct sau din 
î 3 k 
L =rxmo =m|lsind  —lcos0 0| = mal. (4) 
pcos0 sing 0| 
Ținind seama că m a — F, dă în cazul nostru 
do 
m—— = — mgsin0, 3) 
E? g (5) 
avem 
A Lo (celelalte componente sînt nule). (6) 


1.6. Mecanica rigidului 
1.6.1. Vă. figura, (o) = 3ul/r. 


Pg tati 
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1.6.2. to = to =V(e2 + 3); 
Vo = tpa = (ta + tp)/2, Pay — tony = (ts—v4)]2. 

1.6.3. vo = o(R+ VR2 = — 2 14) maximă, pp = — o(R — V/ R2— b2/4) 
minimă. 

1.6.4. 7, = gm,(2ma + jr (ma + ma m) = 3,6 N, T-=—gma2mi+ 

+ m): (ma + ma 3 m) = 4,0 N. 

1.6.5 vw = Vo /R)—gh=3,9 m/s; via =V gh RI(R—h)=1,100/s 

1.6.6. si VIB 9 em/S. 
* 1.6.7. Conservarea energiei : 


7711111 fig 15% 


fig 16.78 


1 
mgl (1 —cos0) = [d mp2 = Sai m (ol), 


_ -. 


de unde 

29 
42 = a e [le AOAR), (1) 

Prin derivare în raport cu timpul: 

2) 
2w = = sin: 6, dar =, 6=o; 
de unde rezultă 

PR sin, (2) 


Acceleraţiile CM al halterei : 
Aa = 02(/2) =g (l—cos), 


a, = e (172) = -Y- sin, (3) 


Forţele care acţionează asupra halterei (PF = mem) : 


: 1 : i 
F = mMăg = Ma Sin0 + ma, cos — = mg sin 0(3 cos0 — 2), (4) 


— 


(5) 
F, —0 pentru 0 >arc cos E 


PF, — 2mg = may = —ma. cos0 — ma, sin = Se mg(—1—2cos0—4-3cos20), 
1 
F, = mg(3—2c0s0 + gi, (5) 
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1.6.8. î = N2V2i/(39) = 10,4 s. 
1.6.9. er = tea: M:0M +m). 


1.6.10. E. = — Pomoma (mu + ma) = 6,0 d. 
1.6.11. T=(mi+ma)9— (must Ma52)29 : (must ma52)= 5,88 N— 5,6IN. 


1.7. Echilibrul mecanic 
1.7.1. Te = Gn2—i = 173 N - | 
1.7.2, N, = mg sinf: sin(B—a) = = 170 N, N, = mg sina: sin (6—a)= 


g cos (a + 6): cos = 5,00 ON. 
g sina : (| + sina) = 1 „00 N. 


33 


Ag 1738 A TE 


1.7.5. f =FP (L + Ul = 500 N 
1.7.8. tga = =, a = 18%26, 

1.7.7. m = MU—2fP)/(2f) = 4,0 ke. 
1.7.8. haha = (0/2—0): (02) = — 


Fig 177R fig 1.788 mg 
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1.7.9. tga = 1/(2u), a>45. 
1.7.10. 7 = mgeos?a: sina:1/(2h) = 150 N. 


Rr [DER 2% sina = 98 N. 


ay 


may 
Ap. 1208 fig. 1722 


17.12. F, = L-mgetga = 50 N. 
17.13. Fain = uemg la înălţimea h = b/(2u) dacă bl, 
altfel Pe =H, Po = —— M9b(pa + pa): [b + (pa — u)H ]. 


= 


(lg 12938 a Fig 17448. b 


142.14; N = ETA . (Fa ci F,). 


1.7.15. 7 = mg: (4 + cosa), u>1/sina. 
1.7.16. u = rtga: (R + 7) = 0,30. 


my 
| N 
Fig 12158 Ag 1707R Ag.17%8R 


d 
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1.7.17. a< arc sin = 30, 


TĂ 
1.2.18. tga = 3/u = 10, a>840. 
1.7.19. Vd. figura. 


di = N E N 


a Ag. 1710R 4 


17.20. muz — AU + 2 BIT 220)= 150 g şi 50 g. 


1.7.2]. 1 < d/cosep =d i — Â) =— 1012,5 mm. 
1.1.22, - se m>uM:(U—u), u<Ll; b)h>b,uM:(l—u)sms 
< zi de (h—b), u<b:(2h—b). 


„7.23. F — mgV2/4, u = 13. 
17 7.24. Cubul superior se poate răsturna numai pentru tga 1, iar 


ambele cuburi pentru tga > 1/2. Pentru u <— întii lunecă cubul 


1 . 
superior la unghiul planului « = arc tgu. Dacă u > i se răstearnă ambele 


cuburi la a« = arc tg =— 2634. 


Fig raat 


17.25. usd: Ia b2 — 0,050. 
1.7.26. tga = He Vata : (alama). 
1.7.27. tea = uomala: [(usm + uama)h]. 


1.7.28. tea = - (m —mMa) : (mau + ma), a = %28. 
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++ 1.729. Luăm un element de lanţ de masă dm care subintinde un 

unghi la centru d0 (în radiani), deci are lungimea ds = Rd6 și masa dm = 
m m ial iai D: i : tii) 

sui RE i RAO. Seriem condiţia de echilibru pe direcţia tangenţială : 


(2 + 47) cos Li — 7 cos 23 — dm g cos0=0 sau dP— Ry cos0d0 =—0 


(1) 
(cos = :) pe care o integrăm (limitele de integrare se cores- 
pund) : 
7 o o 
| dI= == | zi Rg cos d0=— E Lg cosoao= i Rg sin, (2) 
jĂ i] 


unde 7, rezultă din condiţia de echilibru pentru porţiunea de lanţ care 
atirnă : 
. m 
21 ia (î — zR)g. (3) 
Se poate integra și nedefinit ; 
7 = az za (> Rg cos0d0 = Ry sin6 + C, 
unde constanta de integrare se determină din condiţia la margine ca pentru 
0 = 0 să avem 7 = 7,, deci 7, = 0. Rezultă 
1 2R . TR R i 
TI = a ma( -- = sin 0 — în] aaa a | si-i (7 — 2sin0) | (4) 
Tensiunea este maximă pentru 0 = z/2: 
1 SE 
E er ma! Ba iile i-a | (5) 


— 


Dacă 1 = xR, avem 1, =0 şi 


ui 
T = mg— sind, Pa =—. (6) 


- 


fig 1229R 


fig 117308 
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= 1.7.30. Luăm un element de lanţ de masă dm care subintinde un 
unghi la sa-i d (în radiani), deci are lungimea ds = Rd0 şi masa dm = 


= de = ja R d. Condiţia de echilibru pe direcţia tangenţială : 


(7 + dT) cos — cos + dmg cos0=—0 sau (cos Şi = L) : 


AT = — î. qI cos0d0, (1) 
pe care o integrăm (limitele de integrare se corespund) : 
4 a 
m mg 
d7 = 7-7, = ai gh | cos0 db = — R sin, (2) 
To | 
unde 7, rezultă din condiţia de ea ca 
2T, = Mg+ — n Rg. (3) 


Se poate integra şi nedefinit: 
7 = jar pati ea = d0= E: gR sin + C, 
unde constanta de integrare se determină din condiţia la margine ea 
pentru 6 — 0 să avem 2 == To ră C = ză, 
T = Mg + == mg (n — 2sin0) (4) 

Tensiunea minimă (0 = z/2): 

î 1 1 i P 

i 3 Mg + Tu Ia (7—2). (3 
Pentru lungimea minimă a lanţului /=7xR+2R, av i 


1 ; 
Pe 0 Pi ao ce pp e? Bind (6, 
2 2(x + 2) 
şi are valoarea minimă : 


1 1 r—2 
Temia = Z > Mg + a. E ă 
ex 117.31. Liuăm un element de tijă de lungime dz şi de masă dm situa“ 
la distanța e de axă. Momentul de inerție al acestui element de mas 


este 


dl =dm: z? = da. ai, (am = = da). (1) 
Integrăm : 


ARIEI 7 AR 


a fig. 1.7379 Li 


217 


a) Faţă de axa centrală: 


1/2 1/2 i 
pl D | aeptaasa ta las aie Ce ii, 0 
l IL 3 3 8 12 
2 —l/2 
b) Faţă de axa marginală: 
l i 
ș 3 
Iar = (ot az | = ml (3) 
JI] L 3 3 
O 0 
Teorema lui Steiner (vd. Breviarul) se verifică imediat : 
E 1 1 
I = ZI + m [|—] << ma — ml? = — ml. 
că (3) Da a 3 
.. 17%.) = fam pe, 1, = Banca, A = fanta + 9p). (1) 
fiz.1732R , 


Se vede imediat că: 
| 1 = Vama + Bam = +1 (2) 


b) Din caza simetriei momentul de inerție faţă de oricare diametru este 
același, deci 1, = Ip, dar 1, + ÎI, = 1, rezultă 


1 
Ie = Ie = le (3) 


Să caleulăm pe 1,. Pentru aceasta vom profita de simetria circulară a 
figurii plane. Alegem la distanţa 7 de centru o coroană circulară elemen- 
tară, infinit de subţire (ca un fir) de grosime dr. Foate punctele materiale 
ale acestei coroane infinitezimale au aceeaşi distanţă + faţă de axa 0z, 
deci momentul de inerție al acestei coroane elementare va fi 

UI, = Ge și, (4) 
unde dm este masa coroanei elementare. Să calculăm aria acestei coroane, 
care poate fi privită ca o bandă (tăşie) de lungime 2mr şi lăţime dr: 

AS = 2r rdr. (5) 
Aceeași expresie poate fi obţinută privind pe d$ ca o creştere infinitezi- 
mală a ariei cercului S$ — zr2 datorită creşterii razei cu dr, deci prin dife- 
renţierea lui S$ = ar2: 

d$S = d(rr2) = 2r răr. 
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În stirşit putem privi pe d$ ca diferenţa dintre aria cercului de rază r + dr 
şi aria cercului de rază 7 : 

dS = m(r + dr)? — nr? = 2xrdr + x(dr)?2 — 2rrdr, 
deoarece ultimul termen cu (dr)? dispare față de primul termen dr, fiind 
un infinit mic de ordin superior. 
Acum exprimăm pe dm: 


RODNEI AI, PERI. Mi,» ee Pg (6) 
(BR — RI) z(Rg—Ri) 
Integrăm (4): 
2 Ra 
A 
IL =4ăd: 1? = Nic — 2 rdr-r2 = E RC. o e aer IN 
(BR? — RI) (RI — RR) 4 
1 & 
1 m Ş 1 
-— 7 Ri î. 7 (Ri —- 24) = ZmRi+ R3), (6) 
apoi 
Is > ln = ls = (Bi + BR). (7) 


Cazuri particulare ; inel subțire omogen (cere de butoi) de masă m şi rază 
DE ao Sta ! 


1 
a — La — o m.R?, i — mR2. (3) 
Expresia lui 7, de aici este evidentă, deoarece toate punctele materiale 


sînt la aceeași distanță R de axa 02. 
Dise subţire omogen de rază R = RR, Ri =0: 


1 . 1 
Aa Sa Ta ii iad (9) 


** 1.7.9. Faţă de axa 0y figura se descompune în două tije subţiri 
de lungime a, paralele cu axa Oz plus două tije subţiri de lungime b para- 
lele cu Oy. Momentul de inerție este o mărime aditivă, adică 


Las | dm.R?2=— (amr: -- (am = Pi A (1) 
VrVa V, „ud 
Știind că pentru o tijă subţire omogenă de masă m și lungime, faţă de 
axa sa centrală transversală : ] = ml? (vd. problena 1.7.31), rezultă 
pentru cadrul nostru ; 


piese Amelia ie e iza - (=) ele pe EA 50) ay 
12 2(a + b) 2(a + b) 2 12 a+b 
Schimbind a cu b, rezultă 
o Ape), 2 
12 a,b 
Fiind figură plană (vd. problema 1.7.32): 
Ie = Ie + Da = ma + d (4) 
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În cazul pătratului (a = b): 


1 
Ia = 1ş = A pui i dr iu (5) 


po 


207 20348 


«+ 1.7.94. Să calculăm momentul de inerție față de axa 0y din figură. 
Alegem elementul de masă dm sub forma unei făşii infinit de subţiri 
de grosime dz situată la distanţa « de axa 09: dS = bda, 


m m m 
dm = —d8S = —bda = — da. () 
ab ab a 
Atunci 
a/2 a/2 
m, 1 m ] 
1y = Adma= — adg = —— pă | ——ma, (2) 
a 3 a | 12 
-—a]2 —a]2 


Rezultatul se putea scrie dintr-o dată dacă cunoaştem momentul de inerție 
al unei tije subţiri (vd. problema 1.7.31). In adevăr, faţă de axa 0y avem 
un sistem de tije subţiri de lungime a situate paralel cu axa Oa. 

Analog, 


l : 
Ia = ul (3) 
Cunoscind de la problema 1.7.32 că pentru o figură (placă) plană: 

la + Iy = ÎI, găsim faţă de Oz (perpendiculară pe placă): 


LI, = = m(a2 + b2). (4) 


++ 1.7.95. Vom folosi rezultatul de la problema precedentă. În raport 
cu axa 02 paralelipipedul apare ca o sumă de plăci subţiri, paralele cu 
0zy, avind momentul de inerție 


dI, = 2 dm(a2 + b2), deci 


— 


] 

ÎL Și țar, sa - (42 + am = > m(a2 + b2). (1) 

Permutind a, d, c, găsim evident: 

1 2 2 _A „i 2 
ls = e: m(b2 + c2), IL, = 3 m(c2 + q2). (2) 
În particular pentru un cub: 
1 

dy da le ma, (3) 


pentru o placă subţire dreptunghiulară a, b,c=—0: 


] 9 mall Ă 2 Fam 1 2 2 
Ta E Da > du Se + b2) (4) 


_ 


şi pentru o tijă subţire omogenă a, b—0,c=0: 


La 30 ba di = i ma? (5) 


Fig. 17368 


+ 1.7.36. Profităm de simetria cilindrică și vom alege o pătură cilin- 
drică elementară, infinit de subţire (ca o foiţă cilindrică) de rază r şi gro- 
sime dr. Foate particulele acestei pături infinitezimale sint la aceeași 
distanţă r de axă, deaceea momentul de inerție al acestei pături elemen- 
tare de masă dm va fi: dI = dm-r2. 
Să calculăm volumul dV al păturii elementare, care poate fi privită ca 
o pătură infinit de subţire de arie 27 rh şi grosime dr: 

dV — 2xrhăr. (1) 
Acelaşi rezultat se poate obţine considerind pătura infinitezimală ca o 
creștere infinit mică a volumului cilindrului de rază r: VW — zr?h dato- 
vită cresterii infinitezimale a razei sale cu dr, deci se obţine prin diteren- 
țiere : 

dV = d(xr r2h) = 2x rhdr. 

În sfirşit putem considera pătura elementară ca diferenţa dintre volumul 
cilindrului de rază r + dr și volumul cilindrului de rază r: 

AV = z(r + dr)?h — n r?h = 2r rhdr + z(dr)h — 2 rhdr, 
deoarece termenul cu (dr)? este un infinit mic de ordin superior faţă de 
termenul liniar cu dr şi se anulează. 

Integrăm pe volumul păturii cilindrice date (£ — densitatea) : 
d] = dm: r2 = pdY rî= p2xrhâr-r?, 


Ra 
see (au = p2xh | rsdr = p2nh (aia. (2) 
R, 
Dar 
IL) UI) 
> (3 
i V ha(Ri — Rh?) 
deci 


l 2 
l = 7 m(R3 A+ a). (4) 
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Rezultatul coincide cu cel de la inel sau coroană circulară, fiindcă în 
adevăr, în raport cu axa sa cilindrul este o suprapunere de inele. 

Cazuri particulare : a) Pătură cilindrică omogenă foarte subțire de masă 
m şi rază R = R, = R2 (cere de butoi): 

I = mR, (5) 
rezultat evident, deoarece în acest caz toate particulele se află la aceeaşi 
distanţă R de axă. 

b) Cilindru omogen plin de masă m și rază R= Rp, R=0: 

ÎL m, (6) 

rezultat identic cu cel de la cerc sau disc plin, deoarece cilindrul plin, 
în raport cu axa sa, este o suprapunere de cercuri pline sau discuri. 
*% 17.97. Momentul de inerție căutat, datorită simetriei sferice, evi- 
dent, nu depinde de diametrul ales, fiind acelaşi pentru orice diametru. 
Alegem 3 axe ortogonale cu originea în centrul păturii sferice, atunci 
faţă de aceste axe: 


Pac Se DRE -U + Ip 33, (1) 


Distanţele unui element dm, avind coordonatele (x,y,z) pînă la axele 
de coordonate sint respectiv (conform teoremei lui Pitagora) : 
Vp + 2%, Vz2 + a, Va: + 3, 
astfel încît 


1 = âm(y2 + 22), IL = (ante + a), 1, = famte: +p 


şi atunci (1) dă 
2 


Io bt gţămae ++ amr (3) 


unde r este distanţa elementului dm pină la centrul păturii sferice. Vom 
profita acum de simetria sferică pentru a alege convenabil elementul 
de masă dm și anume sub forma unei pături sferice elementare, infinit 
de subţiri, de rază r şi grosime dr (ca un balon de săpun): dm = pdY. 
Volumul acestei pături sferice infinitezimale se poate obţine înmulţind 
aria sa 4xr2 cu grosimea dr : 

dV = 4x r?dr. (4) 
Acelaşi rezultat se obţine privind volumul păturii sferice infinitezimale 
ca o creștere infinit mică a volumului sferei V — ari datorită creş- 
terii razei cu dr, deci prin diferenţiere : 

4 


aY =4€ (3-2 *) = Ar rtdr 


î ci a „4 A „4 
sau ca diferenţă dintre volumul sferei = z(P + dr)? şi al sferei ră spa > 


Ax 4 
dV = E (7 + dr) — re = 4x 7207 + Arr(dr)?2 + s-a r(dr)* — 4rr2dr, 


deoarece ceilalţi termeni sint infiniţi mici de ordin superior care se 
anulează în raport cu termenul liniar cu dr. 
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Etfectuăm integrarea în (2): 


R 
pi 


2 fai PD. PESE 
d N pRE Pa op | An răr = np- (BB), (5) 
i 5 5 
dar p = St ăia de mpi, 
A (RR) 5) R2—R. (6) 
3 


Cazuri particulare : Pătura sferică omogenă foarte subțire (balon de săpun) 
de masă m și rază R =— R, = Rp: Descompunem în prealabil diferen- 
țele de puteri și simplificăm cu R,-— R,: 

2 (Re RARI+BR, + RR + Ret + 4) 


I = —— 
5 (Ro— RR RR + Ri) 
Acum rezultă imediat (RR, = R=R): 
9 
= — mR2, 7 
Pt, (7) 


Sferă omogenă plină de masă m și rază R = RR, R, =0: 
2 
I = —mR2. (8) 
i) 
** 1.7.3. Problema dată reprezintă analogul unghiular al cazului liniar 
de la problema 1.2.147, deaceea umăriţi paralel rezolvările celor două 


probleme. 
Ecuația mișcării de rotaţie în jurul axei fixe 
MM, = Mo = 1 =1SE. (1) 


Cind se atinge turaţia limită (maximă) constantă, acceleraţia unghiulară, 
e se anulează, adică momentele se echilibrează (M, egalează pe M): 


ice ea, Elea Îi e eul aaa au (2) 
49 27no 
Separăm variabilele în (1) şi integrăm : 
Idw I duo 1 do 
dt = oii DN. 307 ARI DP RE Ca, 1 III 3 
M-— ko k 09—c0 M 0p—0, 
I duo I 
di =t=|—o = — — os[In(og—co) + 0 
| (eng ap tolinleo0) + 0) 
unde constanta de integrare se determină din condiţia inițială : la t = 0 
avem o = 0: 0 =l]n o + 0, C= — In op = In i 
9 
I 
PA - 09 In 0 3 O =— 0 (1 za e—M/lo)), (3) 
J Op—0 


Se poate integra și definit : 
Li o [0] 
4 do t | | I wp—c 
di = i = -— co —— = — on (00—0) | = ——opln——. 
| 00 poa (0u 0) | = apa 


Wpg—0 d 09 
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Punind în (3) e = fop, găsim timpul cerut : 


I 
ti = —o,ln = 11,5 8. (4) 


Continuăm integrarea : 


d0 — DAU = 0 = [og esente = cogt?+ 3 2, a-Mtillo) 4 0", 


unde constanta 0” se determină din condițiainițială :[la t = 0, avem 


- I 2 ? ? Î 
aha 03 050 0= pot 0, 0 = — od 
0 = ot + A wa(e— Milo) —1), (5) 
M 
Introducind aici t din (3), obţinem : 
Îi 
0 = —w3ln Se a FA (90. (6) 
M 0p—0 M 
Punind aici o = fo, găsim: 
I 
Ei cet ci a ( i sa = 2m- 180 rad. (7) 
M i spiă 


Este comod să găsim direct 0 = f(w) în loc de 0 = fî(î). Pentru aceasta, 
înmulţim ecuaţia (1) cu d0 = odt: 


(M—ko)d0 = e ao = lo do. 
C 


Separăm variabilele şi integrăm : 


46 = 1wdo — PF 4 ie _odo _ A. ce (0 — 09 + Oplog = 
M —ho M og—co M 0g— 
I Ogdo 
— —do + , 
M “ ( ia cara 
ao = = ap oua) faci MR 
Opg—w 
= — E. Op — că IA (09—o)4+ 0], 
M M 
unde constanta de integrare (0 sa determină din condiţiile iniţiale : la, 
it = 0 avem eo =0 şi 0=—=0:0=—l1nog4+ 0", 0” = — n cos; 
9 = 1 w5 In o — 090. (6) 
0py—c M 


Putem integra şi nedefinit : 


NA Op—w 
0 = — —o0—oa1n— A 6 
el 0 — 09 ) (6) 


ad”) 
Dacă aţi urmărit analogia cu problema 1.2.147, mărimile care se cores- 
pund sint M-=FP. Iom, Oz, ot, ea. 
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Edi 


= 


1.7.39. a) Alegem elementul de masă dm sub forma unei făşii infinit 
de subţiri (ca un fir) asezată la distanţa » de axa de rotaţie şi de grosime 
dz. Atunci momentul de inerție al acestei făşii este 
E, căi = ai m, m 
dI = me a? — — OS a? == — a? hd = —— ada. (1) 
bh bh h 


INARRD: 


EEE UNANIM: 


e 


UAPR 


Prin integrare obţirem : 


| il =4= | i "AP = =, mb? = 16 g-:m2. (2) 


) .) 
U 


ezultatul se poate obţine imediat dacă stim momentul de inerție al unei 
tije subţiri faţă de axa transversală de la un capăt (problema 1.7.31). 
Atunci placa noastră apare ca un sistem de tije de lungime b asezate paralel 


1 îi b-ă ş p 
cu latura b: dl = iz (m - 2 și însumind, găsim 


Lă 


I = = Apa dm = i - mb? 
. -) 


b) Forţa de rezistenţă asupra elementului (5 : 
d, = —RAS- 92 = — hhduo?a?, (3) 
momentul ei faţă de axa de rotaţie: 
dU, = sP = — hohasda. (4) 


Prin integrare găsim momentul rezultant : 
b 
6 1 “3 - 9 - 
M, = aur = — ho?h | v3da = — î oh bt = — hu? (3) 
VU 


Mai departe problema reprezintă analogul unghiular al cazului liniar 
din problema 1.2.145. Urmăriţi în paralel rezolvarea acestor două pro- 
bleme. 

Ecuația mişcării de rotaţie în jurul axei fixe: 


i le 
N sea are 0 aa, (6) 
dt di 
Separăm variabilele şi inteorăm 
1 I du Il 1 
dt = —— Se i Va celt a a meta tă 
N 2 N w2 N w 
15 —c. 73 


229 


unde constanta de integrare se determină din condiţia iniţială: 


la E Gib dee ap e Degeaba, Da de : . 
C Kg 
ni CĂ ir ja d ceea De aie (7) 
1 1/wg + Kt/1 
sau folosind (2) şi (5): 
4 m 1 ] Ş 
Pi ceea iii (o DR ee — 
3 Rhb2 Lo Op Ioa + 2 Rldtjm, (8) 
de unde 
4 | 
RI AR (= i ) (9) 
3 hb2 Lo CORR 
şi puniînd aici condiţia: t= 7, o = SE 09, găsim : 
i = SE. 5 Ea e aa 32 g/m?. (10) 
3Nb? og 37 hb2 no 
Putem obţine (8) integrind definit (limitele de integrare se corespund) 
Li 
Ali a au dă do _1 1 = (2 =] 
K 2 E o KE Lo 9 
[N] (9 9 


€) Continuăm integrarea : 


1 ] 
dt = [n (1 KI i 
TFE Îi = | (lao + EUD)+ 01 


unde constanta de integrare C” se determină din condiţia iniţială : la 


ao = cai, ao =0=f 


i = 0 avem o = oi id pda În 40 dle d 2 ea În 09; 
îp Go 
iii ae ie ltd 252 AO, e 
9 = 27N = = In 77 sur“: In(1 /og + Kt/I). (11) 
Folosind (2), (5) și (10) avem 
I/K == 097, (12) 
0 = 27N = ogr În (1 +î/7), N = nr In (1 +t/7). (13) 
Punind t = 7, găsim numărul de rotații cerut: 
N = ngrIn2 = 6,9 rot. (14) 


Putem obţine rezultatul (14) şi astfel:  Inmulţim ecuaţia (6) cu 
dO=wdi: 


—Ko?d0 =I E d = lo du, (15) 
separăm variabilele şi integrăn : 
Ido I ( do i 
d = — —— d0 = 0 = ———4——— = —— ne + 0” 
e | = | = Une + 0%] 
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unde constanta de integrare 0” se determină din condiţia iniţială: 


la t = 0 avem o = copy, 06=0:0=lnog+ 0%, 0” = —lno; 
gti di oi acei cotit. (16) 
ko c) 


care se poate obţine şi prin integrare definită (limitele de integrare se 
corespund) : 
8 

I I 
(ao = ati, E isa — — In = ozn 
K 


(d) (SR ră) 


G) Go 


Op 
A A ... A w - 
Punind în (16) condiţia o = 7 00, regăsim (9). 


** 1.7,40. a) Să considerăm un element de bară de lungime du, masă 
dm, situat la distanța z de axa de rotaţie. La capetele sale acţionează 
cele două tensiuni elastice: —T7(2), T(z + da) care dau rezultanta cen- 
trifugă : T(a + da) — T(a) = dT7(a), atunci lex secunda pentru miş- 
carea circulară uniformă a elementului dm se scrie : 


—d7 = dmou2z — i dz w2a, (1) 
care prin integrare dă 
dI = 7 = — Vi aizaz = — a oilat + 0], 


unde constanta de integrare se determină din condiţia la margine : pentru 
= | avem aid La tuia: 0 = —l2; 


Tia) <a = = 0“ 2([2 — 2 2). 


Se putea integra şi definit (limitele de integrare se corespund) : 


Zi (2 
m LR PE Ara 2 1a 
dT = = = — 020 da = — — 0202] = ——co2(g2 — |2). 
l 2l 4 2l 
9) i 


Reacţiunea lagărului asupra barei este egală în modul şi de semn opus 
cu tensiunea elastică de la capătul a — 0; 


R = — T(0) = — = mo? (3) 


(acţionează spre lagăr). 
b) Fie u(2) deplasarea centrifugă a secţiunii din z, atunci delasarea sec- 


țiunii infinit vecine din 7 + da va fi evident u(z + da), iar elementul 
de bară dz va deveni 


dz + u(z + de) — u(a) = da + du. 


Alungirea sa relativă va fi (amintira e = = e] : 
0 

(da + du) — do du 

dz da 


(2) = (4) 
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Contorm legii lui Hooke: 


T(a . du S, 
or) = = B (a) = BA, (5) 
S dr 
separăm variabilele și integrăm 
] ai 1 m EI E 2 
du = —— D(a) da = —— — 0212 — 22 da, 
DIS) ES 2 
1 m 5 
du =u = —— 02) (12 — 22)d4 = S ec a*(0 SE. i + CO, 
ES 2 ES 21 . 


unde constanta de integrare se determină din condiţia la margine: 
pentru z = 0, avem u(0) — 0, rezultă C = 0, 


mor m? 
u(2) = ——[12——]. 6 
(2) DESI ( 3 (6) 
Alungirea totală a barei se obţine imediat : 
Al = u(l) = mol?/(3ES), (7) 


ea reprezintă 2/3 din alungirea statică pe care ar produce-o forţa de reac- 
țiune Rh: 


Il 


> 2 


AP see &- mail : (ES). 


„ARE ai Hi 
UIT 0T; 


| dz gest A 


(ip, 1740P 


fig 12478 


+5 1,741. Știm că rezultanta forţelor aplicate unui corp este egală cu 
masa corpului înmulțită cu acceleraţia centrului de masă CM (ca şi cum 
masa corpului ar îi concentrată în CM). Centrul de masă are o mișcare 
circulară neuniformă, de aceea acceleraţia sa tangenţială și cea normală 
sînt : 


I / 
cu = Scam = £ 3 Pi (1% — t92em = o. (1) 
pr, P/ 


Prin urmare, rezultanta forţelor aplicate are o componentă perpendiculară 
pe tijă și o componentă de-a lungul tijei centripet : 


2% 1 
(Pe Fa, Fe = — mel, Pa = = mol, 


_ - 


ES e ae, 1 ati atita 
— VF: a —, 4 2 
P=VE + = mot ce. 
Deşi valoarea (mărimea) forţei rezultante este exact ca şi cum toată 
masa corpului ar fi concentrată în CM, punctul de aplicaţie al acestei 
vezultante nu este în CM! 
Descompunem corpul în puncte materiale (particule). Asupra unei par- 
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ticule oarecare m, acţionează forţe externe F, şi forțe interne 7, din 
partea celorlalte particule din sistem. Lex secunda se scrie : 


A, - $, — My Î — 1,2,3, aviavata (3) 
dacă sumăm membru cu membru toate ecuaţiile (3) găsim 
ȘP + Fi = Yu mau (4) 
& k k 


dar rezultanta fortelor interne, ca și momentul rezultaui al fortelor interne 
fată de vrice pol, sînt nule: 


Ş 7, =0, ru xFi=0. (5) 
Li k 
Pe de altă parte, vectorul de poziţie al centrului de masă 
= ] ai 
Perm = — Su mai (6) 
m 


derivat fiind de două ori dă: 


= Și să 1 i 
rm = Ca =— 3, Mr pe = — 3, Mata (7) 
m m 


FA =? 1 ză 1 — 
Pem = Ucm = — 3, Mt = — y, Mau 
7 " 


astfel încit ecuaţia (4) devine: 
ȘP= PP = Su md = MO cry (5) 

adică am găsit rezultatul binecunoscut. 
Să constmim acum momentul forţelor înmulţind ecuaţia (3) vectorial 
în stînga cu vectorul de poziţie 7,: 

7 XP +7 X Fe = Fe X mn 
sumăm aceste ecuaţii membru cu membru, ţinind seama de (5): 

3, 7; x PF, — M == Ş, T; x My pe (9) 
În cazul distribuției continue a masei în locul partieulei m, va sta elementul 


de masă dm cu vectorul său de poziție 7 şi în locul sumei vom avea o 
integrală : 


ii =$7 se Ti (10) 


Să aplicăm ultima ecuaţie în cazul nostru. Luăm un element de masă 
m 


dm = 7 dz la distanţa z de axă, el are o mișcare circulară neuniformă 
cu acceleraţia tangenţală și cea normală : 

Mu = Ca, 0 = ua: (11) 
Vom lua momentele faţă de articulaţia 0. Forţele normale (centripete) 
dm o?z nu dau moment faţă de O (braţ nul), iar cele tangenţiale dau un 
moment vertical, perpendicular pe planul orizontal al mişcării. "Toate 
aceste momente elementare se însumează deci algebric pentru a da momentul 
rezultant al forţelor aplicate: 

li 


M = | z dm d = fa ex2dr —— mel? (12) 


0 
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Pe de altă parte, notînd cu z, coordonata punctului de aplicaţie al rezul- 
tantei forțelor aplicate, trebuie ca momentul acestei rezultante să fie 
identic cu (12): 


Peeae = M, < mel-a, = mel, a, = Îl, (13) 
2 3 3 


Acest punct de aplicaţie a rezultantei forţelor aplicate se cheamă centrul 
de oscilație (are proprietăţi interesante). 

** 1.742. Descompunem corpul într-un sistem de puncte materiale 
(particule) de mase my, k = 1,243, ... Asupra fiecărei particule m, acţio- 
nează în general forţe externe F, şi forţe interne + din partea celorlalte 
particule din sistem. Forţele interne de interacţie între particulele sis- 
temului sînt totdeauna perechi : acţiunea și reacţiunea (lex tertia), deaceea 
rezultanta ior și momentul rezultant faţă de orice pol, sint nule: 


7, =0, PX, =0. (1) 


a fiy.1742R b 
Scriem lex secunda pentru fiecare particulă ; 
E Ps Stii Br 1, 9, ps | (2) 
Sumăm membru cu membru aceste ecuaţii: 
ȘP, +7, = Şi ma, sau Ş P, = P = mâca (5) 


fiindcă, 
Poema = - Şi miFu Pon = Deca = ei Ş, muPa = ae Ş; mi 
m m m 
i : (4) 
Von = Gem = a Ş, mud = PI My. 
Am găsit rezultatul cunoscut (3). 
Să considerăm acum momentul forţelor față de un pol arbitrar. Pentru 


aceasta înmulţim vectorial la stînga fiecare ecuaţie (2) cu 7, şi sumăm 
ecuaţiile obţinute membru cu membru : 


ÎI Pe Fe + Fe x Fe = ek my Sau Ya fe = 


_ _ 6) 
= M = > Te X My. 
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În cazul distribuţiei continue a. masei punctul material (particula) m, 
devine elementul de masă dm cu acceleraţia sa a şi vectorul său de poziţie 
7 (fără indici), iar suma discretă trece în suma continuă, adică în inte- 
grală : 


-M= |» x adm. Da (')) 
Vom aplica relaţiile (3) şi (6) în cazul problemei noastre. 
8) Luăm un element de masă dm = > dr la distanţa r de articulaţie; 


acesta are o mișcare circulară uniformă cu acceleraţia certripetă a = 
= o2isin a. Vom aplica relaţia (6) faţă de articulaţie (amintim că articu- 
laţia ideală nu dă moment). Momentele elementare 7 xadm sint toate 
perpendiculare pe desen (spre desen), deaceea se însumează algebric : 
a m | 
u dM = radm cosa = ro? sin acos 7 dr, 


! 


M = faar = zi GQ? Sin a COS a (rar = = ml?0? sin a cos a. (7) 
Relaţia (3) dă: 
Fe = Mâcms = — mot] sina, Fy = — mMacmy =0. (8) 


Punctul de aplicaţie al rezultantei (8) se poate obţine din condiţia ca 
momentul ei faţă de orice pol să fie egal cu (6). Notind cu r. distanţa aces- 
tui punct pînă la articulaţie și alegind polul în articulaţie, momentul 
rezultantei (8) trebuie să fie egal cu momentul (7): 


1 . | ; 
Fa |-r,cosa = M, — molsina-r.cos a = — mw? Sin a cos a, 
Li 2 3 
(9) 
Te ——— Ş, 


Prin urmare, deși rezultanta forţelor externe aplicate este F= mâem, 
ca şi cum masa corpului ar fi concentrată în OM, totuși punctul de aplicaţie 
al rezultantei este în centrul de oscilație (9) (rezultat cunoscut). 


Pe de altă parte, asupra tajei acţionează 3 forţe externe : E, mg și 7. 
Rezultanta acestor forţe și momentul rezultant al acestor forţe față de 
articulaţie sînt: 

FPa= Ra — T, F= RR, — mg, (10) 
M = mg sina + Tlcosa. (11) 
Egalind aceste expresii cu (8), (7), avem: 
M = mg = sin a + T | cosa = ml2wo?Sin a Cos a, 
de unde rezultă 
T = mgtea | w2l cosa— 2] (12) 
39 2 
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Deoarece 7 >0 (tensiunea într-un fir nu poate fi negativă), tija va sta 
depărtată de axu verticală numai dacă 


w? >= cj = Om (13) 
2 lcosa 
deci va începe să se depărteze de axa verticală numai dacă 
se 
a >|57= ar (14) 
Mai departe, dacă e 2 om: A j 
| . 1 
hay = LI — — molsina = — — mgiga (3. wl cos a + | 
2 2 39 
(15) 
Ry = mg. 
În cazul limită w = ou: 
3 
Dacă o so, = V3g/(20), bara nu deviază : 
T = 0, R. =0, R. =mg, (os). (17) 
Pentru w, <o < om bara va devia cu un unghi 06 <adat de T=0: 
. 1] S 
cos 0 = =, I =0, Rs =— mol sin, Ry = mg. (15) 
2w? 2 


b) În_ baza rezultatelor precedente, rezultanta forţelor externe aplicate 
este [i = mă (3): 


Fr, = — mot sina, F, =0 (3) 


— 


Lie) 


cu punctul de aphcaţie în centrul de ose.lație r. = 
Momentul forţelor externe faţă de articulaţie trebue să he (7): 

1 A a 

M = E toată Sin a Cosa. (7) 


Pe de altă parte, asupra tijei acţionează 3 forţe: mg, R şi T,rezultanta 
lor şi momentul lor trebme să fie egale cu (8), (7) de mai sus: 


Ra — T=F=— mol sina, Ry, — mg =F,=0; (19) 
asa 1 —. 
Tl cosa — mg sina = M = a mol? Sin & COS &. (20) 
De aici rezultă : 

1 1 
T = mgtga E + — ul Cos 3) (21) 

2 34 
1 l 2 99) 
ha = mg tea(1 Er) o cos a |, R, = mg. (22) 

- // 


La, turaţii mici avem R, > 0, bara împinge asupra articulației, dar la 
turaţii o > V3g/(Lcosa), avem BR, < 0 şi bara trage de articulaţie. 
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++ 1.7443. Întrucît rezultanta forțelor interne și momentul rezultant 
al forţelor interne faţă de orice pol sint nule, rezultă în virtutea principiului 
II că rezultanta F si momentul rezultant M al forţelor ezterne aplicate 
sint : 


F = (ian = mMăom (1) 
i 0 ț x dam. (2) 


În cazul problemei noastre rezultanta forţelor externe aplicate : 


) 


a F, = — mo?hy, Fe =—meRy F=VF? + Fş = mRo Vot + 2, (3) 
înclinată cu unghiul a faţă de raza vectoare : 


tza = Fo/P, = — — (4) 
2 
Desi mărimea forţei rezultante este exact ca și cum masa plăcii ar fi con- 
centrată în CM, totuși punctul de aplicație al acestei rezultante nu este 
în CM (ci în centrul de oscilație). Fie R. distanţa de la axa de rotaţie 
pînă la punctul de aplicaţie al rezultantei. Pentru a afla momentul rezul- 
tant al forțelor externe aplicate, vom folosi ecuaţia (2). Alegem polul 
în punctul 0 al axei de rotaţie. Atunci toate momentele elementare dM = 
=— rxu dm sint perpendiculare pe placă și se însumează algebric : 
Fr 


M = | rea, dm = | rerdm = 4 rm =—1e, (5) 


unde/ este momentul de inerție al plăcii fază de aza de rotație. Am regăsit 
ecuaţia cunoscută pentru miscarea de rotaţie în jurul axei fixe. Egalăm 
momentul rezultantei (3) cu (5): 

M = PyR, = de, Re = se = ie (6) 

Fe mo 

Cine cunoaste teoria pendulului fizic, recunoaște în (6) lungimea redusă 
a pendulului fizic faţă de axa de rotaţie, iar C este centrul de oscilație. 
Aplicînd teorema lui Steiner : 


I = Ig+ mhi, (7) 
putem scrie: R, = £ pe, (8) 
mhRo 


deci centrul de oscilație 0 se ailă mai departe de axa de oscilație O decit 
CM. 


Ap 1244 


I3I 


xx 1.744. Să găsim poziţia centrului de masă OM... | 
a/2 
; E ET E 
Bi ydm ă, | Itcos 01 40 = E sint pa 
ul, m a —a/2 ot 


sin — (0) 


—a/2 
Oalculăm momentul de inerție pr de axa de suspensie din $: 


a/2 

4m R2 |. sina-0. dO am 
| % G%. A . 2. . E gaBEo Ş 
—a/2 „ni 

pi dă (2) 

2 2 | 
= — a: (1 — cos0)d0 = 2me(1 - — — sin 2) 

00 2 

—a/2 


Dealttel, in cazul nostru putem afla 7 (2) ounoscind (1) şi apimati de 
două ori.teorema lui Steiner : 

față de S: I = 19+ m(R— Ro), 
"faţă de 0: mR? = lo + mB, | 


de unde : uleâi die: 
RE I = m(R? — R5) + m(R—Ro) = 2mR(R— Ry. 
Se m: — Zane). 
a 2 
Perioada BAD oscilaţii ale unui pendul fizic este 


7 = 2 i ia 


unde I este momentul de inerție al corpului faţă de axa de oscilație şi 
Rea — distanţa OM pină la axa de oscilație. În cazul nostru : 


| / j 2R 
PI A E e pa 2 “a : . j 
T = 2n FITE (AED RO iai / Fi , = (4) 


deci independentă de lungimea arcului de cere, lungimea redusă a acesta 
pendul fizic fiind ], = 2R şi centrul de oscilație fiind deci în punctul 
diametral opus lui S. 
(9) 1.7.4. 


= = aa Tea), 0) 
dar conform teoremei lui seniori | ai 
1 = 19 + ma, (2) 
1 = 2 || Dee 2. (3) 
mg 9 
Condiţia de extremum pentru T este anularea derivatei e 
E) 
Putem anula denvata expresiei de sub radical : 
ME: 2 +A =0, de unde za = VI,/m, (4) 
mgL 9 


4 
Ig — 
1 = ||. (5) 
y 7R 
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Dealtfel sub radical avem suma a doi termeni al căror produs este cons- 
tant, atunci suma este minimă cind termenii sint egali: 


Io/(m92) = 29, 2m = Vlo]m. 
Rezultatul este valabil pentru orice pendul fizic : există o distanță 4, (4) 
pină la CM, pentru care perioada este minimă (5). 
În cazul barei : 


1_ 72 
| | 19 = a A (6) 
şi atunci 
(7 
| 
| 
i 
Fig 17458 
+ 1.7,46. a) Conservarea energiei cinetice şi potenţiale dă: 
mgh = 10, h = Ro (cos — cosa), 
de unde 
ie. > = mg Ro(cos0 — cosa). (1) 
Prin derivare în raport cu timpul : 
200 = sa mgRo(— sin0:0), dar o=e,6=o, 
e = — 2 mgRe sin 0. (2) 
b) hezultanta forţelor externe aplicate pendulului : 
F = mMăcmy, Fe = mag = — muw2R9 = — — gm2Ri(cos8 — cosa), 
i (3) 
Pg == Mă = meRhy = — y: qmeIegsin0. 


Această forță rezultantă nu are punctul de aplicaţie in CM! desi vuloarea 
ei este aceeasi ca și cum masa corpului ar fi concentrată în (CM. Pe de 
altă parte pendulul este supus la două forţe externe: greutatea mg şi 
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forţa de reacțiune a axei B(R,, Rg). Identificînd rezultanta acestora cu 


(3) găsim 
2 


mgcos6 + R, =F,= — 7 gm2Ri(cos8 — cosa), 
4 EA iau 
— mg Sin + Re = Fo = — 7 9m ho sin 6, 
de unde 
9 
R, = — mg cos — 3 gm2Ră(cos6 — cosa) < 0, 


(4) 


ho = mgsin0 — —omeRi sin 0 = mgsin9(l — mR5/1) 30, 


deoarece conform teoremei lui Steiner 1 = 19 + mR5 şi deci I > mR?. 
Reciproc, asupra axului de suspensie pendulul va acţiona cu forțele —PR, 
și — Re, deci trage radial de axă şi apasă transversal pe axă. În general, 
axa de suspensie va reacționa şi cu un cuplu (moment) asupra pendulului 
şi reciproc pendulul va acţiona asupra axei cu un cuplu de moment opus. 


1 A | 3 1 ” 
Cc) 19 = 12 ml:, La 3 ml:, Ro — ja î, (5) 
2 = 5] (cos — cosa), e = — SV aind, (6) 
/ 2] 
l Î. A = 
R, = — rca mi(5cos0 — 3 cosa), Re = pr m sin 0. (7) 


** 17.47. Asupra barei acţionează două forţe externe G şi Va căror 
rezultantă. : 


G ++ N = mâem, —G+N = memo (1) 
Mişcarea de rotaţie în jurul CM: 
M = NA cost) = Teremia, (2) 
Nu avem forţe orizontale, CM va cobori pe verticală : 
Ș ca ; / : l : 
Ycm = 3 Sin 0, em = Yem cos 0-0 = — > w cos 0, 06 = —u, 
(3) 
dem = bem = jem = — — ( cos0 — e sin 0-0) = — — (o? sin + ecos0). 


- — 


a) Pentru momentul initial: w = 0 şi ecuaţiile (1), (2) dau 


1 
—G 2 No = Mdemo = — —— mleg Cos a, 
L2] 


a. 


RE 1 
il sr Cosa = ză ml2=9, 


— 
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de unde 


7 G -: G 
Sperizh BL dle ne Ta 
(4) 
_ EG cos a 
“ml (1 + 3 cos?a ) 
Forţa de apăsare ASDĂA podelei va fi deci G: (1 + 3 cos). 
b) G+ A [9 = Mâcmoy Gemo = Ş:[1 + 1/(3c0s2a)]. (5) 
îi ga isa 06g cos (6) 


I(L + 3 cos?) 


d) CM coboară pe verticală după axa 0y, atunci coordonatele capă- 
tului superior B sînt: 


l , a2 ȚE 
D= ——cos0, y=lsin0, —— + = [A (7) 
2 Wep a 
elipsă cu semiaxele 1/2 și ]. 
e) Din (1) și (3) avem 
N = G + maâcm = G — = ml(w 2in0 + scos0), 
g : i > 1 mle 
iar din (2) N = ——— 
6 cos? 


asttel încit rezultă 


je -- EL cos0 | -L- LA ml sin do? = G 
6 cos 6 2 2 


ş 1 : (7 
sau (coste + —] + o?sin0 cos0 = ——— cos. (5) 
3 m 
Să transformăm această ecuaţie într-una mai simplă. Înmulţim peste 
tot cu 2 di = — 2d0 şi ţinem seama că w cos dt = —cos0ud = —dsind: 
4 : : 4G.. 
2owdo 3 — sîn20) — 2o?sin 0 dsin 0 = — —— dsin0 
3 ml 
sau 


A(«(3 — — sin? 0)] = —- a sin 0. 


Variabilele s-au separat. emotie 


ao - — sn:0) = — azi sin, 
3 ml 


„[4 . 4G 
a — — sin20 = — —— sin0 + 0, (9) 
3 ml 
unde constanta de integrare se determină din condiţia iniţială : 
40. 4. 
lat =0,0= ao =0:0=—-sina+ 0, isa d Sin, 
mi ml 


| | (10) 
s  I20(8in a — 8150) 


(0 i 
mil(4 — 3 sin?) 
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+» 1.7.49. Centrul de masă descrie un arc de cere de rază 1/2. 
Rezultanta forţelor externe F = măcm dă pe direcţia centripetă şi tan- 
genţială : 


(mg — N.) sin0 — N, cos6 = mot, (1) 
(mg — N,)cos0 + Nsin0 = me 2 (2) 


fo 17472 


fig. 11437 
Ecuația mișcării de rotaţie în jurul CM : 
De a 
X, ă cos0 — N, — sin0 = Ie = EA ml2s. (3) 
2 2 12 
Din ecuaţiile (2) și (3) rezultă imediat acceleraţia unghrulară : 
= 5 e co a 0 O, (4) 
2 1 
Pentru a afla viteza unghiulară e vom integra ecuaţia (4), dar în prealabil 
o înmulțin: cu 2 « pentru a putea separa variabilele (o = — 6): 
2udu = d(uw?) = 3 i cos0 odt = s, cos 0(—d0) = — ua d sin0. 
Prin integrare: | 
1/1 OI . 
ate = uw2= — 3 palet = — 9 sino + 0, 
unde constanta de integrare se deternină din condiţia iniţială : 
3g . 39. 
la t=0avem 0=afio=0:10=— = sin up d, 0= sin a 
(5) 
> = = (sin a — sin 0). 
b) Din ecuaţiile (1) și (2), ţinînd seama de e (4) şi w2(5), rezultă : 
N, = — mg(L + 9 sin?0 — 6 sin sin), (6) 
ÎN a ea — mg(3 sin 0 — 2 sina) cos. (7) 
c) Condiţia de desprindere de perete: 
5) 
N, = 0 = sin; = 73 sin a. (8) 
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d) În momentul desprinderii (8): 
] 


Ă, = za 
pp pag 007) Eyre ei ge (9) 
mg + No = Memo (emo = 4 7 fă (10) 
e) În momentul desprinderii (5) devine: 
03 = 2r sina. | (11) 


Folosind rezultatul (9) al problemei precedente, anume 
ce( E sin20) să 2 = sin + 0, (12) 


determinăm constanta de integrare din condiţia iniţială : PENE, 9== de (6) 
avem o = op (|l): | 
9 (3 + 4 ia 
—— sin a | — — — sin?2a |= — 
/ 5) să ini 


E: ARE: 
l 
4 , ; 
= 9. sin a ic e) sint), 
/ 9 
4 9 bn .. i „= si 3 
astfel încît: tie e 2: lut. Rai: a Ada (13) 
3l 4 — 3 sin20 
** 17.49. Profităm de simetria circulară a discului şi alegem un element 
de arie d$ sub forma unui inel infinit de subţire, de rază r și grosime dr, 
ca în figură. Aria acestui element se poate calcula în trei moduri : d$ 
este aria unei fișii de lungime 2rr şi lăţime dr : dS = 2rrdr. Altfel, dS este 
creşterea, infinitezimală a ariei cercului S = xr?, datorită creşterii 
infinitezimale cu dr a razei sale, deci d$ = d(nr2) = 2 rar. În sfirşit, 
dS este diferenţa ariilor cercurilor de rază r + dr și r: dS = m(r + dr)? 
—mr2 = 2m răr, (termenul pătratie în dr se anulează față de termenul 
liniar dr). Forţa de greutate fiind repartizată uniform, apăsarea pe aria 


dS va fi evident AN = i dS. Forţele de frecare din cuprinsul ine- 


9 . 
3 


T 
lului d$S au braţul r şi dau momentul rezultant față de centrul discului: 


dM = uAN-r = i pa d == e 2 r?dr, 
integrăm pe tot discul: 3 
raw — MI aa, _ 2 > 
ar = aa = ț2u a PRI a a umgR. | (1) 


0 


Acesta este momentul forțelor de frecare, atunci ecuaţia mișcării de rota- 
ţie (uniform încetinită) : 


2 1 i 1 
—M = Ils sau ——umghR ——mR?e, = — —ug—. 2 
3 um 2 ) zi 9 FR (2) 
Timpul pînă la oprire şi unghiul pină la oprire: 
în ee EU n A zi a 8) 
e 4, ug 
ze Satan SED. na na A (4) 
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numărul de rotații pină la oprire: 


N == 48 0, — E, to E (5) 
27 16 7 4 


*X 17.50. Fie un sistem oarecare. Luăm un element de masă dm care 
are accelerația « și vectorul de poziţie 7 faţă de un pol oarecare. Asupra 
acestui element acţionează torţe externe d/F din partea corpurilor care 
nu tace parte din sistem și forţe interne dZ din partea celorlalte particule 
din sistem. Lex secunda pentru acest element se scrie: 


dr +07 = dm-a. (1) 
Luînd momentele forţelor faţă de polul ales avem de asemenea : 
PXxAF+rXxAZ = x a-dm. (2) 


Acum să ne amintim de teorema: rezultanta forțelor interne ale unui 
sistem si momentul rezultant al forţelor interne faţă de orice pol, sînt 
nule : 

CE, = 0, (> XAF =0, (3) 


- 


Integrăm ecuaţiile (1) si (2) ţinînd sean.a de (3): 
P Zi . - . 
ii - țaz = | dăm sau Fi = [ian 
(4) 
(7 x aF + (; x AF = | X ddm sau M= | x ddm, 
E, E, 


unde F si A sint rezultanta și momentul rezultant al forţelor eaterne 


aplicate sistemului. 
Vectorul de poziţie al centrului de masă CM este 


-. 1 —. 
Pen = —brdm. (5) 
m 
Prin derivare de două ori, găsim : 
3 , kb să E | e 3 
Poem = tem = —rdm=—odm = —, 
[li (ii) (41) 
unde P este impulsul total al sistemului, 


P = mu (6) 
. A i fa d Pi mt F 
fim = fom = llom = — Vridm = —10dm = —=—ladn = ra 
in m m EI) m 
Sau 
i 3 - — = 
F = P= | ce dm — MN cau (7) 


am regăsit rezultate binecunoscute. 

În cazul problemei noastre, asupra tijei acţionează două torţe externe : 
greutatea m în CM şi reacţiunea articulației P în articulaţie. CM are 
o miscare circulară uniformă, deci are acceleraţia centripetă : 


i e aa : 
(em = 02 — Sina. (3) 


*) 
- 
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Ecuația (7) dă 


Î 
ha = — Mom = — mo? Sine, 
(9) 

Ry, — mg =0, Ry = mg. 
Să apicăm acum ecuaţia (4). Luăm un element de masă dm, de grosime 
dr, situat la distanţa r de articulaţie. Acest element are o mişcare circu- 
lară uniformă, deci are acceleraţia centripetă a = o?rsin a. Momentul 
FXă dm este perpendicular pe desen pentru toate elementele barei deci 
se însumează algebric : 


m 
M = | — WUmMreosa, dm — Pi dr, 


(am ales sensul pozitiv pentru momente — sensul trigonometric). 


Li Î 
că m NI a | 
M = — | cr A dr: reosa = — e (02 SIN a COSA (rar = 
O 0 


(10) 
A | Ă 
— — — mlPo2Sin 4 cos a. 
3 


Acest moment trebuie să fie egal eu momentul forţelor externe R și mg, 
Qar Je nu dă moment faţă de articulaţie (are braţul zero), prin urmare: 


E 1 
M = — mg Sina = — Ș ml?o?Sin a cos a, 
(11) 
dă 9 
2 lcosa 
Atunei (9) devine: 
Ra mg iga, Ry = mg. (12) 


Se poate observa că deși rezultanta forțelor externe este mem ca și cum 
toată masa corpului ar fi concentrată în CM, punctul de aplicație al acestei 


rezultante nu este în CM, ei în centrul de oscilație, situat în cazul nostru 
9 


la distanţa —- 1 de articulaţie (rezultat pe care l-am mai întilnit și la alte 


probleme). În adevăr, fie C(r.) punctul de aplicaţie al rezultantei. Atunci 
momentul ei trebuie să fie egal cu M (10): 


Di 1 d da aa 
—FP-r. Cosa = — mo — SIN a: 7.C0s a == M = — — MP? SIN ge COS 


(13) 


Din relaţia (11) rezultă că tija va începe să devieze dacă 


sa M/s _f7e ! 
c) => J 30/(21). (14) 
1.7.5. a) Curba este evident simetrică faţă de verticala care trece 
prin punctul de minim a! curbei. Alegem axele ca în figură. Luăm un ele- 


+ 


16 a Cu, 23 24! 


ment de lanţ, de masă dm şi lungime ds în punctul de coordonate (z, 7) 
Fie A = m/l densitatea, liniară a lanţului. Avem -. 
dm = A as, ds = Văr Făz = da 1 (yd) = ae IF. (a) 
dy , : A 1 
to — ——=— 3 sin 0 = DRU ia zone 2 
să î. Yo» TAI 2 , N TF ya (2) 


„ŢI 


| mg 
a DR, 


Asupra elementalui dm acţionează trei tor țe: cele două tensiuni de la 
capetele sale şi greutatea sa Scriem condiţiile de echilibru pe axe: 
T(a + da) cos (0 + d0) — T(a)cos0 = 0. (3) 
T(n + da) sin(0 + d0) — T(2) sin0 — dm-9g = 0 (4) 
Prima ecuaţie reprezintă creşterea (diferenţiala) funcţiei ces şi ne 
spune că această funcţie este constantă : 


i 
Teos6 = T-——=—p = 0 = Ie. (5) 
Vi SE 7, ra 
Proiecţia tensiunii din lanţ pe axa orizontală este constantă şi egală cu 
tensiunea din punctul de minim. 
A doua ecuaţie se retranscrie asttel: 


Lă 


d(7 sin 9) = dm-g sau a( 2) z2 A găs = agăzVi +y? 


Ag 171% fig. 1.2578 


+ y 
şi ţinînd seama de (5) se retranscrie astfel : 
Ddy = dgdaj1 + 9. (6) 
Notînd 7 = p, variabilele se separă şi putem integra 
dp dp 
To = Mda a —— = Agldr 
“Ti a: gar, za II pe d , (7) 


Targ sh p = Agz 1, 
unde constanta de integrare 0 se determină din condiţia că în punctul 
de minim 2 = 0 avem y' = p = 0, deci (= 0, (argshO = 0). Rezultă: 
arg shp = Agar], p = y' = sh(aga/ To). (8) 
Integrăm mai departe: 


lu =y= |snegal a) aa Do -ch(ga/ o) + 0". 
Ag 
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Este comod să alegem constanta de integrare 0' = 0 şi să notăm 


b = Tag) = Ta/G, (9) 
atunci 
y=ben 2 = 2 (er + e), (10) 
) 2 


această curbă se mai cheamă curba ,lănţişor”, minimul ei y„=b (pentru 
= 0, ch0=1). 


b) Tensiunea din lanţ se găsește imediat din (5) şi (8): 


T — 4 EI -- < jdai — z,|]+ + sh? 2 = Tych- = 


(11) 
b / 
Să calculăm lungimea lanţului: 


ds = daV1 + y2= deh țas= = en paz = bsh +0. 


Dacă măsurăm lungimea arcului de lănţişor de la punctul de minim, 
atunci pentru z = 0 trebuie să avem s = 0, deci 0=0: 


e ti Îl <a (12) 
b 
Putem găsi o relaie între coordonatele capetelor lanţului (£ o, Yo) și 
lungimea lanţului 7 și săgeata f: 
/ 


ar x 
— = bsh-— = jp—b=beh-0—b. 13 
2 p> J = %w ) (13) 
Ştiind că 
ch?z — sh? = 1, (14) 
găsim : 
(+ d) —P4= db, f2+ 2jb —l2]4=0, 
1 . 
b = 27 (2/4 — f*) = Zol(Ag). (15) 
Pe de altă parte tensiunea la capete este: 
D= Doch0 = Tyne = ga e 06) 


Putem exprima pe yp prin ] şi f: 


pă = bich2 20 = [i + sh2 20] = p2 (1 atei ec apt? 
b h 4b: 
înloeuind pe b din (15) rezultă 


, RER i i 
a = of (02/14 + f*). (17) 
Atunei din (9) și (15) găsim 
bG 1 G ] 
Te = — = —— (4 — fa, Le = — yo = — (0214 + f2)G. (18 
0 ] i! fa, ] 0 sp! fa (18) 
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c) La limita lunecării verigilor de la capete, avem : 
uG 


To = Te = ulu = aia TVE e îi TI, = Ti + p?= 
(19) 
= Ta/cose = G|(2 cos e) 
a Loma E ” 
b = n = pi (20) 
Pe de altă parte din (16) şi (13): 
G G rr 
Te = — yp = —beh-+ = 
i b 
= —— Adi lee zii căi i ai 
>b sh(z/b) b 2 th(29/b) 2 cos e 
de unde 
th(20/b) = cos p, Zob = argth cos e. (21) 
Dar să ne amintim că 
AP, MP A 8 „nad. A (92) 
2 l —a 


astfel încît, ţinind seama de (20): 


]. 1 + cosg ul o ul 
ay b —ln RE = E îmetgi-£ = inctg-?,, 
2 Oe d 2 2 2 
de unde rezultă distanţa cerută dintre capete: 
ia 


d = 209 = lie eIlnctg--. 


_ 


= 17.52. Vom neglija deformarea transversală a barei. Să considerăm 
în absenţa gravitaţiei și a detormării un element de bară de lungime da, 


masă dm =7 de situat la distanţa e de capătul superior. Datorită 


greutăţii secţiunea din a se deplasează cu u(%), iar secţiunea din 2 + dz 
se deplasează cu u (2 + dz) și deci elementul da va deveni : 


da + u(z + da) —u(2) = da + du, 
alungirea sa este du și alungirea relativă: 


e(2) = ae (1) 
Dar conform legii lui Hooke 
a(x) = - = Ee(o), (2) 
unde PF = T() este tensiunea din bară în secţiunea z. Este evident că, 
T(z + da) — T(a) = dT7 = — dm-g = — 9 d&, 
de unde prin integrare 


țar - T = — Din — Tai C, 
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unde constanta de integrare se determină din condiţia la margine: 


pentru 2 = 1 avem 7(l)=0:0= ia, + 0, C = mg, 
Er) 
1(2)= ma[ -— 7) (3) 
Legea lui Hooke (2) dă acum: 
du. | 1 
e(2) = (ESADA = m (4) = [i — zl (4) 
da ES9 ES9 l 
de unde du(x) = Să mg[ aia dz, 
LS9 / 


1 X i 72 
du =u = —— mg [1 —— |dr= mg| 2 ———|—+0', 
ESo l ESo 2] 
unde constanta de integrare 0' se determină din condiţia la margine: 


pentru 2 = 0 avem u(0)= 0, deci C'=90; 


mg 2 Pe. 
UL) === = | i 
| (2) ES ( 21 ) 6) 
Alungirea totală se obţine de aici imediat punind 2 =: 
gl 
A = ul) = 9 6 
() ETA (6) 


ca și cum forța de greutate mg ar acţiona la mijlocul barei în CM și deci 
acţionează numai asupra jumătăţii superioare 1/2 a barei, cea interioară 
iesind din Joe. 


Ag.1752R 


Piz. 1753R 


** 17.59. Să considerăm un strat infinit de subţire de grosime dy situat 
la distanţa y de planul median de simetrie. Acest strat suferă alungirea 
iri R—y)0 — RO A 
relativă, e(y) = ARE 0) o AU ERE a (1) 
RO R 
pentru 7 > 0 stratul este comprimat, iar pentru y < 0 este alungit. Stim 
că lucrul mecanic efectuat la tracţiunea barei raportat la unitatea de 
volum, egal cu densitatea de energie potenţială de deformare elastică, este 
dW ÎI mau i 
De e Bet, (2) 
d) 2 
Prin urmare pentru stratul considerat 
1 : 1 > 
AWP = — BV = — E Y_1bdy. 
) 9 R2 


. 
— 


Integrăm pe tot volumul benzii : 
/2 


AP se Pi EP Ap ya e aut (3) 
2 3 24 R2 
—ă/2 
În particular, dacă curbăm banda într-un cere complet: Î = 22R: 
PP ca-i a WM. (4) 
6 l 


— 1.8. Mecanica îluidelor 


Hi drostatiea 
1.8.1. La cel tronconic, deoarece prin răsturnare ph va creşte. 
1.8.2. a) Nivelul nu se schimbă, b) nivelul scade. 
1.8.3. Se va ridica. | pia 
1.8.4. Nivelul apei creşte, iar nivelul superior al uleiului scade. 
9 
1.8.5. Ap = . o gh = 30 MPa = 300 atm. 
1.8.6 
| 


+ M = phrR2— m. 
0.7. Ah = — F/(Spag) = —10 cm (scade). 


fig nt AR fig. 1815R 
1.8.0. m = Popa Sh: (po — Pa) = 35 ke. 
1.9.9. m = (pa — pp) Sh = 20 kg. 
1.9.10. e = po(h + d)/d = 1,6 g/em*. 
18.11. pr = pa(G — Q,): (G — GQ.) = 800 kg/m?*. 
1.8.12. Nu se schimbă; F'/F = (9 + a)/g. 
1.8.13. m = pVal/(g4+a) = 7,8 kg. 
18.14. F=F,:(—s/S). 
1.0.15. z = m/(ex.R2). 
1.9.16. S = AFP/(pgAh) = 6,25 cm2?. 
1.8.17. h = (m + m.)/2Sp) = 10 cm. 


Ag. LOR Fig. 1E17R 
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gb a = = ma: : Le(Sa + S, Si ] = 0 13- 


A. 18.18 fig. 13%9R 


1.8.20. Ah = hes/(po$), manşonul rămîne scufundat la fel în apă. 
1.,8.21, 5 = = AGOA) (iai — 1) +h= 791 cm. 


/iz. 18.228 Fig. 12027 

1.8.22. Ah = mAp: [p(e + Ap)S] = mAp/(p2S) = 2,0 mm. 
1.9.23. Ah —— (Piha — Pa ha) : Pm = — 5, mm. 
1.8.24. V,/V = (p2— 0): (pz— Pr): 
1.8.25. F = p9hS + mg —Fu. 
1.9.26. Fie p = ha?. Să uzina un strat infinit de subţire la adîncimea 
e grosime dz, avind deci masa 

dm = p(2)dV = il ae da = Shawda. (1) 


Prin integrare găsim masa lichidului pînă la adîncimea e : 


m(2) = | sata = Sh ada = -- Ska?. (2) 


9) 
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Se poate integra și nedefinit : 
"= fam == | stra a = Ska3 + C, 


unde constanta de integrare 0 se determină din condiţia la margine: 
pentru & = 0 avem m(0) = 0, deci 0C=—0. 
Masa totală va fi (a=—): 


AL ee = Skh?. (3) 
Condiţia cerută : 
m(h') = — Srh'3 = : 


_ 


) 


de unde 5 
h' = h|V2 = 019. (4) 
19.27. a) z=1(1-Vi — P/Po) = 10 em, b) sina =: VI =e! — p/po]= 
„a= 30, c)u= tea = 1V3 RA 


| 


> | 


fig, 18.27R 
1.8.26. 6,jb, = 1 + (20— po) V/m = 1,52. 


1.8.29. 1 = ra + ma — (Vuk Va) (Pot Ah): (4V,) = 125 em. 
(%%) 1.6.50. a) Ta cazul cubului, considerăm un strat infinit de subţire, 
de grosime dr, aflat la adincimea, & și dezlocuind masa de fluid 


dm = p(2)aV = (po + ka) Sda = (Po + ka)l?da. (1) 


a fig 12.308 2 
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Notăm cu II adiucimea la care se află centrul cubului. Integrăm : 
H+! 
H-+1/2 | H-lj2 
= fan = (po + k2)l?de = pol2- 2 + RI2 — a? = 


Hp - H—lp2 
Hi2 


(2) 
= polei + bl 2111 = (po + kH)V. 


) 


Masa de fluid dezlocuită fiind egală cu masa cubului, rezultă 
H = (m —poV):(&V). (3) 
b) În cazul sterei, vom folosi proprietatea de simetrie a sterei, raţionamen- 
tul de mai jos fiind aplicabil şi cubului. Considerăm două straturi infinit 
de subțiri de grosime dr așezate simetric faţă de planul ecuatorial al sferei, 
ca în figură. 
dm, = [po + RUT — &)]dV, dm> = [pot & (H+ 2)ldV, 


(4) 
dm, + dma = 2(po + kH)AV, 


deci suma celor două mase dezlocuite nu depinde de 2 și însumindu-le 
oăsim : 
=] 


mp = (ea HIV, (5) 


i) 
rezultat identic pentru cele două corpuri simetrice : 
II = (m — poV):(hV). (6) 


Observăm că şi în cazul cubului se poate face evident acelaşi raționament. 
De asemenea, putem lua elemente foarte mici Am, Ar, etc, şi raţionametul 
rămîne valabil, deci problema se poate rezolva şi fără calculul diferenţial 
si integral. 

x 18.31. Presiunea din dreptul dopului se poate considera ca fiind 
compusă din presiunea pp = H + pghk de-a lungul axului cilindrului, 
plus presiunea inerţială datorită rotației. Considerind un element dm 


aq Fg, 103/7P i 


ca în figură, avem ecuaţia principiului II al mecanicii pentru miscarea 
circulară, pe direcţia radială, centripet : 


AF = [((p + dp) — plAS = dm-o?z =pdSdauw?a sau dp =pozdr, (1) 
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de unde prin integrare [limitele de integrare se corespund astfel: 
(24 =0,p = Po) (2, P): 


3 1 Să 
| dp = | poz dz său DP — po = — poz, 


Po 0 


l 
pla) = H+ poh + patat, p(R) = II + pgh + ——- pote. 
Se poate integra şi nedefinit : | 
p = fap | pota da = L- po2a2 + C, 


unde constanta de integrare se determină din condiţia la margine: 
pentru z = 0 avem PP = po=H + p9h, deci 0 = pe 
Cu cilindrul în repaus avem la limită condiţia de echilibru pentru dop : 
P+ (E + p9h)S—HS—F,=0, (3) 
unde F, este forţa de frecare. În cazul rotației avem pentru dop : 
HS + Fp — DS = mo?R. 
Eliminind F, şi si aie p, rezultă : 


= 0: (mR+ SpR?/2))/? = 16rot/s. (5) 


1.9.32. 1 = tău: ja — £o) = 10,0 m/s. 
1.9.93. p = (po + mg/S)U — Ah/h) = 90,0 kPa. 


Hidrodinamiea 
1.8.34. e = |/21P/(e8) = 6,4 m/s. 
1.9.35. f = 0 = 50 N. 
1.8.36. P = 8Q3: (n2Dp2) + Qgh = 1,0 W + 49W, P' = Qgh = 
=49W <P. 
1.8.37. P'|P= VL —1|H; P'|P=1+h/H. 
(*) 1.8.38. Fie debitul masice al apei 
0 = pSo. (1) 
Pentru a calcula forţa exercitată asupra paletei vom calcula variaţia 
de impuls pe unitatea de timp: F= E. . În timpul dt masa de apă 
care ciocneşte paleta este Qdt şi variaţia sa de impuls va fi Qdi(u —»), 
unde u este viteza liniară periferică a paletei. Prin urmare forţa : 
PF = Q(o —u) = Soo —u) (2) 
şi puterea 
P=FP-u = Soo —u)u. (3) 
În membrul drept avem produsul a două mărimi a căror sumă este cons- 
tantă, atunci maximul produsului are loc cînd factorii sînt egali : 


o—u=uu=o]2, (4) 
deci 

1 : 1 . 

P = — ev? pentru turaţia n = — — = 1,00 rot/s. 5 

max 4 p p ţ oz î | ( ) 
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Alttel, cu ajutorul derivatelor : 
P = const. (5 —u)u = flu). 
condiția de extremum este anularea derivatei : 


î'(u) = 0 = const. (o — 2u), de unde u = %/2. (7) 
Natura extremului este dată de semnul derivatei a doua: 
î"(u) = So(—2) <0, (8) 
deci avem un maaim. Dealtfel, scriind puterea astfel : 

P = — 8wu2 + Sv?u = î(u), (9) 
se vede că puterea este o funcţie pătratică al cărei grafic este o parabolă 
care are un maxim (d = — So < 0) pentru 

u= |] 2 (10) 
2a 2(—89) 2 


1.8.39. a — cQv/m = 1,00 m/s?. 

1.8.40. „= 2:(n +1). 
** 18.41. La adîncimea a presiunea hidrostatică a păturii de lichid 
este p = pgz (presiunea atmosferică se compensează de o parte şi de 
alta). Alegem o arie elementară d$S sub forma unei făşii orizontale de 
lăţime intinitezimală de, situată la adîncimea a. Pe această fișie d$ pre- 
siunea este p(z) = pg şi deci forţa hidrostatică exercitată pe această 
arie : 


dP = p(2) dS = pgal da. (1) 
Însumăm aceste torţe elementare, adică integrăm : 
li 
pe G 


țar = r =( eoizaz = eg = 2V9 = 2 mg= 


- 


Fie 2, punctul de aplicaţie al acestei rezultante. Trebuie ca momentul 
rezultantei față de orice pol să fie egal cu momentul rezultant al tuturor 
torţelor elementare de presiune faţă de acelaşi pol. Să luăm momentele 
faţă de punctul A, atunci momentul elementar dM al forţei dF, adică 
contribuţia fişiei d$, va fi: 

AM = dFP'-a = pgaldr-a = pgla?2da. (3) 
Sumăm (integrăm) toate aceste momente : 

Li 


M = | dM -| pgla:dz = pgl: - = ai (4) 
şi egalăm cu momentul forţei rezultante (2): 
P-09 = Dra = M - GI, 
de unde 
D= a) (5) 


adică punctul de aplicaţie este la adîncimea 2/3 din 1, ceea ce era de așteptat 
deoarece presiunea, creşte liniar cu adîncimea. 
** 18.42. Condiţia de plutire: 


PSI = paS(HI —h), de unde h = H(pae —ps)/ eu: (1) 
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În poziţia de echilibru, forţa de greutate este echilibrată de forţa arhime- 
dică îniţială, astfel încît dacă blocul este cufundat cu z faţă de linia de 
plutire, va apare o forţă arhimedică suplimentară F4 = c„Sag împotriva 
căreia trebuie efectuat lucrul mecanic. La o cutundare elementară da 
se efectuează lucrul mecanice elementar 


CL =— P4dz = paSgzda. (2) 
prin integrare obţinem lucrul mecanic total : 
h 
h2 1 
L = | d/L =| PaS9L dz = PaSy— a Ep SH2(Pa == 20)*g. (3 


0 


fig, IER fig. 18428 


*x 1.8.43. În reoim staționar de rotaţie a lichidului asupra unui element 


de lichid de masă dm situat la suprafaţa liberă a lichidului acţionează 
două forțe : greutatea dm-g și reacţiunea normală AN din partea lichi- 
dului (forţele de frecare sînt neglijabile). Nu poate exista în regim sta- 
ționar o componentă a reacţiunii lichidului, tangentă la suprafaţa lichi- 
dului. 

Pe direcţia radială : 


1 
dm-gte0 — dmo?y, 180 — — 029. (1) 
9 
Dar dacă ecuaţia liniei libere a lichidului din planul Oz este 2 = 2(9), 
atunci tg0 — dz/dy, deci 
2 E i e 
sa 027, 2 = — o*ydy. (2) 
dy gg ( 
Integrăm : 


1 
(az = 20 otv = pai + C, 
9 


unde constanta de integrare se determină din condiţia la margine: 
pentru y = 0, avem 2 =h, deci 0C=A; 
1 
2 = hr — 9292, (3) 
29 
Aceasta este o parabolă în planul Oz si din simetria cilindrică rezultă 
că suprafaţa liberă a lichidului este un paraboloid de revoluţie cu 
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axa 02: 


1 
2 = h + — 0282 + 2). (4) 
29 
Presiunea, într-un punet oarecare al lichidului (77,2) (în afară de presiunea 
atmosferică) este dată de presiunea hidrostatică a coloanei de lichid de 
deasupra, deci 
J 2 
p(a, 9, 2) = za! + = 04 + 97) | —p92 = pg(h — 2) + poa + 99), 
-9 
(5) 
ceeace reprezintă presiunea £/ (h—2) pe axa de rotaţie la nivelul punctului 
considerat plus presiunea „forţelor centrifuge” : 


ie | 


poo2(22 + 72). (6) 


(ar =| par =| po?r dr = 3 pu? = 


(2) 
— 


| Ag. 1643R 


=> 1.0.44. Fie laun moment dat tnivelul lichidului 7. După un timp infinit 
mie di, deci la momentul t + di nivelul lichidului va cobori cu —dy, deci 
volumul de lichid scurs va fi S'(—dy). Acest volum se scurge prin orificiul 
S cu viteza dată de formula lui Torricelli : 

o = V2gy: VI AE|S2. (1) 
Cum debitul volumic este Se, rezultă imediat : 

S'(—dy) = Sedt = SV2gy at: VI Z S2/8*, 

Separăm variabilele şi integrăm : 


, 3 i 
Ai e e CANI BIR n e SI ZI | 2 
Ss | 299 9 2Vy 
a |/ 2 (a arsa [2 n 
| di == —V8%]8: 1 |EA5:2 = —VS2]s7=1 j= Vy +0), 
9 2Vy J 
unde constanta de integrare se determină din condiţia iniţială: la 
t = 0 avem y =, rezultă C — —Vh, deci 


ii Liei E (+) 


Se putea integra și definit (limitele de integrare trebuie să se corespundă) s 
Li 


y SE, 

iii E SE PEPE, | ARI 20 

di =t= —VSIS Zi |EAE = —V 82/82 2 2 (Vu —Vh). 
Şi 2/y 9 

Dacă se scurge o tracţiune f din volum înseamnă că (1—y)S = fhS, y = 

= (U—f)h, deci 


i N SIRE e ata 
it = SS 1 ja = VI—P, (3) 
Dacă S$ < S', formula lui Forricelli se simplifică : 
iti S' 1/2h aicea 
» = V29y, = Xe a —Vi—f). (4) 


Dacă se scurge întregul volum: f = 1. 
(*) 1.8.45. Bătaia este 


b = ot = V2g —9)-V2y]g = 2/0 — vw, (1) 
unde viteza este dată de formula lui Forricelli. Maximul lui P corespunde 
maximului cantităţii de sub radical a cărei derivată 

h — 2y = 0 dă condiţia y = h/2, bou =h- (2) 
Rezultatul se putea obţine imediat ştiind că: dacă suma a doi termeni 
este constantă, atunci produsul lor este maxim cînd ei sint egali: 
h—Yy =, de unde y =Rh/2. 


Forţa reactivă se obţine calculind variaţia de impuls pe unitatea de timp. 
În timpul dt iese masa dm care duce impulsul dm-r, deci forţa 


| dm-o : i dm 
P = —— = Qmo, | debitul masice 9, = —— 3 
E = Qmo | 0 =) (3) 
dar 

Oa === es, (4) 
prin urmare, 


F = 8 = p8-2g 1 = eg (5) 


(corespunzător presiunii hidrostatice pe fundul vasului). 
Se putea aplica direct formula lui Meşcerski pentru forţa reactivă : 
F, = ei nu dă 
di 
în cazul nostru (3). 


Pg 1845R 
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++ 1.8.46. Forţa reactivă asupra elementului de arie dS = bdy este 
dată de variaţia (pierderea) de impuls prin această arie pe unitatea de 
timp. În unitatea de timp iese masa de lichid dată de debitul masice 49, = 
a pd$Sy care duce cu sine impulsul dQ„-r, deci forța reactivă asupra 
elementului de arie d$: 


dP, = dQu:0 =pd 82. (1) 
Conform formulei lui Forricelli 2 = 29(17 — 9): 
N AF, = pb dy-29(11 — y). (2) 
Prin integrare găsim forța cerută 
ha 
ha 
P, far, = abur — pay = po-29] —- 0 = 
: h, a Pa 
(3) 


20-29 — nou e (e i). 


«e 1.8.47. Vom rezolva problema în SR legat de tub. Atunci trebuie 
introduse forțe complementare : pe direcţia radială va acţiona forţa cen- 
trifugă mow?r. Vom considera fluidul ideal (incompresibil şi lipsit de vîsco- 
zitate) şi vom aplica teorema variaţiei energiei cinetice .Într-un timp 
infinit mic dt prin orificiu iese o masă elementară dm, totul se petrece 
ca şi cum din secţiunea S$' dispare elementul de masă dm cu energia cine- 
tică dmow'?/2, iar în secţiunea S apare elementul de masă dm cu energia 
cinetică dmw2/2, toate celelalte porţiuni intermediare de fluid neinterve- 
nind, deci ca şi cum elementul dm a fost transportat în timpul dt din sec- 
ţiunea S' în secțiunea S sub acțiunea forțelor centrifge. Scriem că variaţia 
energiei cinetice este egală cu lucrul mecanic etfecțuat de forţele aplicate. 
În SR considerat lucrul mecanic face numai forța centrifugă : 
l 
> | 
— dm? — = dmv'2= | dm: o?r dr = dm-c2-7 == LR w2(2lg — 2). 
l—z “ 


pi 


(1) 


| fig.1847R 


Lichidul fiind incompresibil, ecuaţia de continuitate dă (debitul volumie 
este acelaşi peste tot): 
S'w = 8». (2) 


Din cele două ecuaţii rezultă viteza de curgere în momentul cînd coloana 
de lichid are lungimea z: 


o = oV2a — a2:/1 — 82/82. (3) 
Într-un timp infinit mic di se scurge un volum elementar de lichid 
dV = Sodi = S'w'dt = — S'da, căci v'di = — da, (4) 
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unde z este lungimea coloanei de lichid la un moment dat, iar e este dat 
de (3). Separăm variabilele şi integrăm : 


4 Si — 8:/S'2 
ai = RA. = — LA £ mata da da. (5) 
S » So 2la — a: 
Calculăm separat integrala : 
da % 
are cos [1 — —— C 6 
| ETP ( | (6) 
atunci 
ja SE i. SERE = azecos (1 = a +0]. (7) 
0) 
unde constanta de integrare se determină din condiţia iniţială: la 
i = 0 avem 2 =; rezultă C = — arccos (ll —/l), 


i = A 37232 A | [axe COS ( — ă — arc COS (i — a); (8) 
0) Y. 


Se putea integra și definit (limitele de integrare se corespund) : 


c x 


ÎL ot aa ceace 10 
di=îi=4——/832/S2 — 1. ——= = 
| «w ! Vai — 22 


U h 
IPN TE RE Pg 
= —— Vs 2/52 — l-arecosi l — i, j 
LO) / |h 
Punînd condiţia 4 = 0, găsim timpul cerut Kă golire : 
| aa — h S' h 
= — /S'=/s: — lare cos| 1 ——) 2 — ——arecos [1 ——]. (9) 
(8) / w SS / 
1.8.49. Trebuie efectuat lucru mecanice împotriva forţei arhimedice 
care excede greutatea, deci împotriva forţei ascensionale. Să calculăm 


forţa arhimedică dacă adincimea de cufundare este y. Ea este egală cu 
greutatea volumului de lichid Mae aus adică a calotei sferice: 


** 


Fa = p9 ca J2A3R — y) (1) 


a fig 18433 
(vd. figura). Condiţia de plutire dă: 


mg = 29 h2A3R— h). (2) 


Lucrul mecanic cerut : 


L =țe, — m9)dy. (3) 
a) i = 09 ca [3Ry2 — 95 — 3Rh2 + h5]dy = 
k 
(4) 
:- = Pg — MRIAR(E + 20) — (2 + 2H + 32)]. 


Punind aici H = R, găsim 


L, = E cg(R — h)A(R2 + 28 — 2), (5) 


pentru orice he [0, 2R], L>0. 
b) Punem în (4) H=2ă: 


L, = E cg(2R — N)ER + 3). (6) 
e) Punem în (4) 77 =0: 
Je SE i eghSR — 2). (7) 
A E h 2R 
4) La- re mpa ste n -p= 
8) YU “ 


27 
sri o9(2 — R)(2R2 + 2hh — h2). 


1.9. Oseilaţii şi unde 
Oseilaţii mecanice 


1.9.1. îi = 1 are sin f; pentru f== 1/2, t= 7/12. 


27 


1.9.2. i = =— are gas pateu n = 2,t=. 1/6 = EA Vilg = 0,33. 
2T n “ 
SSI Te — 
1.9.3. ti =2VRg >ta = 3 VR- 
1.9.4. At = D(7/T—1) = — DI: + f)= —3,6s (întirzie). 


1.9.5. cosa =1— EI (2): (9TY sau sin > = xv/(9T), a = 60. 


1.9.6. Scripetele nu se roteşte, deci perioada coincide cu perioada 
pendulului simplu gravitațioual. 


17 — c. 73 
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1.9.7. T = 2 Vul,](9d) = 1,0s. 


1.9.8. a = (1/n?)Lg: (47%) = 1/n2, n = 12,3, ... M/s2. 
1.9.9. N = (1/92: (g9tga)] = 3. 
* 19.10. 7 = 27Vl/g; decarece acceleraţia g și perioada 7 se schimbă 
foarte puţin, putem calcula variațiile lor ca diferenţiale. Calculăm derivata 
logaritmică (adică logaritmăm şi apoi diterenţiem) : 
AI l dy 


44 2 g 
Contorm principiului superpoziţiei cimpul gravitațional deasupra zăcămin- 
tului poate fi calculat ca suprapunerea cimpului creat de Pămint consi- 
derat global omogen de densitate g: 


iezi 47 
do = MIRE => pa 


R (2) 


și a cîmpului suplimentar creat de zăcămintul sferic considerat de den- 
sitate £9— po: 


Ag = v(e — Po) ra, Ș) 
Prin urmare: 
AT __lAg 1 i SE 47 
pi 2 9 o P 0 3 mp2 Sa] 
n— 1 7 
Bre Debate 10-4 = 10-2%, (4) 


1.911. t = 7f3 =0410 s. 

1.9.12. 7 =—2mVAl/g = 0,40 s. 

1.9.13. co = g/(4îw) = 6,0 em. 

;:9.34; î= [2 (i —l—+ | = 17,0 m/s. 
1.9.15. A — F.,|2 == 100 N. 


1.9.16. 7 = 2 Vin] = 0,318. 


1.9.17. 7/7 =Vi + mm; AA = + m'/ml = 30, resp. 10. 
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1.9.18. T = 2nV/m,4A/(mag) = 031 s. 
1.9.19. A = |mg/k — ol, Zen = Mg|k3 min = Co aa = 2 pLi — 2% 


dacă zoySmg9/k ; Din = 2M9|k— o, Taax = To dacă 292 mglk; Q = — na 


Fig 1242 


1.9.20. În ambele cazuri: Na = m9(M + 2m): fi + m) = 
= 1,33mg = 6,54 N, Nm = MOM: (M-A m) =0,6i mg= 321 N. 
d, 9, 21. N i Qumim: = — 200 m. 


] 
1.9.22. A = mag/k = 10 em, 9 = - RA? = 50 ml. 


1,9.23; A — Mo9/h —— 10 cm, q) _ kA Si >= 0,50 J. 
1.9.24. a) Ye = m9|k = 50 cm, Ay = Yo — mg/k = 5,0 cm, resp. 15 
cn, E A (m +7mn')=1,5 m/s. b) ve =mglk=5,0 cm, Ai = 


se ijelea m )/k p' = 15 cm, Cm, lesp. 
A; = VAF) (m mo? = 25 cm. 6)Q = RA? =011 DI, 
resp. 0,31 A, 
19.25. 94 = (m — Male = 15 cm, m = = he — 90): (m+ Mk = 
= 1/6 m2?J82, h == ja + 2â[(29) = 2lem, A' = [Mk + (a —mg]E)2 J2 = 
=— 14,4 em. 


1.9.26. t = V2m(g — a)/(hka) = 0,10 s, mar = E? (9 + Va(29 —a)) = 


LI A 


Fig. 19388 


fg1922 


= 9lLcm, A zi Va(og —a) = 42 cm. 
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=], 


19.31. b = um9]k = 240 mm, (2n—1)b <A < (2n + 19), n = 20 


de: 4 k(8 $1 —82)] (mg) = 0,090. 
25, A — dp: : (e _- lt) == 25 D cm, 


Pam == Rod: m(ha k+ ka) = 1,0 m/s. 
1.9.29. t = L/e, + rVm|(2) = 23 s. 


1.9.0. A =6u[ sint — sin d =0,33 m, r=2a|] (sn —sin). 61/g= 


— 
50 s. 


ș. 


3 = (BA? — (4A—2nb0)] : Cumg) = 1,64 m, t= nm Vn]k = 2,84 s. 

1.9.32. 8, = vo /(u9) =1400m,h=— Vila =151 5;b) s2=34/2—1)= 
= 0,41 m, îp = [2=0,18 s, 

1.9.33. 7 = = îlug) = 0,78 s, ru = JVagi = 049 mg. 

19.34. 7 = Vind ug)- aresin(V ugl/vo) a Vă = vgl/(ug) = 113 s. 

19.35. t=x:/V bgcosa = = 1,85 8; s = E/b)tga = 117 m. 

1.9.36. e = si îi — ug]l = = 5,0 rail, resp. 4,0 rad/s, (umg <A). 

1.997. 7 == E. 2 - E arc sin E] =— 0,60 s. 

2 7 A 

19.38. a» = 4 sia [a-2p£ ]=3 EP 

1.9.39. =: 27 mi = 0,3-n, s (n e 

1.9.40. + Van M : În (m MD] =ats 

1.9.41, A = na pi: + 2al;](mg) = 37,5 em. 

1.942. AA = VU: în) = 080. 

1.9.43. A = ug(m + 2)! (21) = 10 cam. 

19.44. P = (Ma mg = 141 N. 

1.945. u> 27 : ((M+ ma + may] = a 

1.9.46. 17=2 oala + M]2) :k = 0,62 

1.9.47. 7 = 2 (m + 4H[): k = 1,96 s. u neglijabil). 

1.9.48. a) A = uug: [o? (Sin a-L cos 2)]=12 mm; b) A=g: [o?cos a]= 
= 3,6 mm. 


260 


77 Cici DZ, Zi e TI K. | 


N AZ 18428 


ex 1.9.49. Legea fundamentală a mecanicii se serie astfel : 


P = ma, unde a =Yy şi F=— —hy + kAp sin Qt. (1) 
Obţinem ecuaţia diferenţială 
mij - ART) == IA 9 sin Qt. (2) 


Această ecuaţie liniară (în g și în derivatele sale) cu coeficienţi constanţi 
şi cu partea dreaptă are ca soluţie generală suma dinte soluţia genesală 
a ecuaţiei fără partea heaptă plus o soluţie particulară a ecuaţiei com- 
plete. Soluţia generală a ecuației (2) fără patea deaptă mj + ly = 0 
este bimecunoscută : 
= A SM (ot+ a), o = VI: m, (3) 
unde A (amphtudinea) și « (faza iniţială) sînt detexminate de condiţiile 
iniţiale. 
Soluţia particulară a ecuaţiei complete (2) este deacelași tip ca şi 
funcţia din partea dreaptă : 
y = B sin (+ 8). (4) 
Jaleulind derivata 
j = — 2 B sin (04+ 6) (5) 
şi introducînd-o în (2) trebuie să avem identic: 
—mOQ2 B sin (01 + 8) + kB sin (Qi + 8) = kAo sin 4%, 
de unde rezultă : 
B=0 şi B=— kAg :(k—mQ?) = Ao :(1—92/o?), (6) 
deci soluții particulară 


Yy = e. NI Sin Qt. (7) 
1 — 92/02 

Datorită pierderilor mevitabile de energie din sistem (datorită irecărilor), 
în locul oscilaţiilor sinusoidale (3) vom avea de fapt oscilaţii amortizate, 
care după un anumit timp, pină la urmă, dispar si rămîn numai oscilaţiile 
„forţate” de tip (7) (cu termen corectiv pentru frecări), oscilaţii care repre- 
zintă regimul permument de oscilație (eu amplitudine constantă și cu îrec- 
venţa torţei exterioare). Se vede că pentru 9 < cw bila şi punctul superior 
oscilează în fază, iar pentru 9 > o — în opoziţie de fază. La rezonanță 
9 — o, amplitudinea oscilaţiilor tinde la infinit (fiindcă n-am ţinut seama 
de pierderile de energie). 
e 1.9.50. Fiind vorba de micile oscilaţii vom considera unghiul a foarte 
mic,ceea ce ne permite să facem aproximaţiile de mai jos. Energia cinetică 
a halterei se obţine considerind o rotaţie infinitezimală a halterei cu viteza 
unghiulară o = & la limită în jurul CM, astfel încît vitezele bilelor sint 


/ E a za N ORG ci 
0=—cw =—a« Şi energia cinetică : 
E 2 
îi (5) 2 ] 2,9 ] 2 2J9 
E, = 20 — 707 — — mla2 = — IL vu = ml?[2. (1) 
2 4 9 i > i 


Analog, energia potenţială (luînd CM): 

Ep = (2m) gh = 2mg [Rosina — (R—Recosa)]. (2) 
Pentru a obţine E, pină la aproximaţia de ordinul II trebuie să luăm 
Sina a ȘI COS al — 2/2, ceea ce dă 


E, = 2mg[Ra2 — R + R(l—a2/2)] = mgBRat = a va, 1 = 2mgR. (3) 
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În aproximaţia de ordinul I E, = 0, ceeace justifică şi aproximaţiile 
de la calculul lui E... Reamintim următoarele : 
Dacă un sistem are un singur grad de libertate caracterizat de coor- 
donata generalizată s, atunci E, și E, se scriu : 
, i AIR IE 
în = pir us ă, F,= pr îi (4) 
unde . este ,„„masa” şi x — „constanta elastică” corespunzătoare coor- 
donatei s. Atunci, sistemul fiind conservativ, forţa generalizată 


[ = —— E, = — 78 (5) 
ds 
este de tip elastic și energia totală se conservă: 
îi] î] îi] j re 1 2 p 
E iai E, -- ip. i us "+ ai == const (6) 


pe care derivind-o în raport cu timpul, obținem ecuaţia diferenţială cunos- 
cută a oscilatorului armonic : 


u8 r- + 28 8 — 0 sau us -- X5 = LĂ (7) 
adică oscilații sinusoidale în coordonata s cu frecvenţa și perioada : 
W2 = zu, T = 2 JA. (3) 


În cazul nostru, din (1) și (3) rezultă : 


T = 2mV(m2]2) : Omgk) = al :Vgk = 1,5 s. 


fig. 79598 fi, 10:00 


x 1.9.5]. Oscilaţiile fiind de mică amplitudine, unghiul 6 este foarte 
mie și putem face aproximaţiile de man jos. Energia potenţială a cercului : 


E, = mgh = mg (R—r) (U—ecos), (1) 
dar 
cos0 = 1 — 02P, 
1 
Ep S mg(R—r)02/2 = — 02, x = mg(R—r), (2) 
E, este de ordinul II infinitezimal. 
Energia cinetică : 
1 
E, = = la:, (3) 
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unde I este momentul de inerție al cercului faţă de punctul de contact 
cu cilindrul. Conform teciemei lui Steiner : 
Î sg pm? = 272: (4) 
Viteza unghiulară w = &, dar trebuie s-o exprimăm prin 6. Observăm 
că prin rostogolire făză lunecăte avem : 
"(a + 0) — RO, de unde prin derivare: 
= (R—r)0 (5) 


./i 
-—. 


deci energia cinetică 

] > [R— > 2 d Î 3 | 
E, = — 2mr2. a 90| = m(R—r) 02 = see u07, u = 2m(R—r). (6) 
ș: 2 


Coniosm problemei precedente 1.9.59: 


sa 27 ua = 2nV2m( Br: mg R—r)] = 27 Viera = 1,88 s. 
e 1.9.52, Oseilaţiile fiind mici, unghiul 0 este foarte mic si putem iace 
aproximaţiile de mai jos. Probiema de faţă este defapt problema prece- 
deriă 1.9.51 „inversată”. 

E.ergia potenţială : 


E, = Mgh = Mg (R—r) (l—cos0) e Mg(k —r) ; (1) 
Energia ciuetică : 
. N a: cal 2 
E, Io? = —(lo+ MR? 2302 = MR:0, (2) 


—_ PY] 


unde I este momentul de II-A al cercului faţă de punctul de contact 
cu cilindrul și am aplicat teorema lui Steiner. Coniorm problemei 1.9.59 : 


T = 27uj = 97 VOI RE: (Mg —r)] = 27 Sa 22 —r)]g = 40 s. 


R—r 


| „a 
See 3005 (1) 


= ude, (2) 


- SI + e 
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1-95. ir 2rn Bv 0,5 ram. 
1.9.55. 1 = Tg :(4x2)=1,0 m. 


Unde elastice 


1.9.56. c= 2 + v = 15 m/5, o = — 3) = 50 m/s. 


1.9.57. Faza pi aceeași pentru toate particulele intre două noduri 
consecutive și variază cu z cînd trecem printr-un nod. 
1.9.58. Con cu semideschiderea « = are sin(c/2), d = hole = 10 km, 


S/n a = c/y 


1.9.59. n = cVo/E = 0,065. 


dW, 1 dm 1 
a 1.9.60. a) = —— = 00 = — po? 1 
AV, 2 Ve pi iz: 
unde dV, este elementul de volum nedeformat (în absența undei) şi eo 
densitatea în absența undei (a mediului nedeformat). Dar 


o = n = D= — od cos (ha + 5) sin (ot+ a), (2) 
1 
w = po A? cos? (ka + 3) sin? (ol + a), (3) 
deci i 
1 
(30,7 ss A Poo24? cos2(kz + $). (4) 
1,+A +A Ig+ Al 


b) W, = | Făr = | [SE(o—1) : lo lde =(S9E/l0) | (e —L)d(e — 


io lo lo 


l+AL 
1 So E 9 E N] 1] E] 1 di Na? 
= piese a t—lo) | = Z BoloE(AI/lo) = 3 Vole:, (5) 
—_ 0 — — 
lo 
de unde 
V, 1 A 
— a 2 PA 
Wp = ZA e ete, (6) 


unde E este modulul de elasticitate (Young), iar e — deformația elastică 
relativă. 

Detormaţia «(z, t) într-un anumit punct e la un anumit moment t 
se calculează asttel (vd. figura). Luăm în punctul z un strat de grosime 
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nedeformată dz, transversal pe direcţia de propagare. La momentul + 
el se va găsi deplasat şi va avea grosimea: 
dz + u(z + drd) —u(z, d). 


Scăzind de aici grosimea iniţială nedeformată dz, obţinem alungirea 
u(z + da, î) —u (at) si raportind-o la lungimea iniţială nedeformată 
(1 —10) : lo = e, obţinem alungirea relativă sau deformația elastică : 


u(z + da, 1) —u(,l Qu 
eta, î) = WE da =) (ap. (7) 
da da 
Știind că viteza undelor longitudinale 
o= VEI po (8) 
găsim 
d e DN E n area la 
Wp = C"po 32.) = Z 0 pok"A? sin” (ka + 6) cos” (ot + a), (9) 
2 Oz 2 
dar 
k = of, (10) 
rezultă 
] i 
(Mu) = i powA? Sin? (ka + f). (11) 
l 5 
c) (w) = (0) + (09) = pi Po”. (12) 
1.9.61. v, = Av: (1—VF,/F.) = 100 Hz. 
1.9.62. va — Av/f = 1000 Hz. 
1.9.63. 1 = c/(4v) = 0,34 m, v' = 2v = 500 Hz. 
1.9.64. va = 3v = 1320 Hz, v;=— 3v/2 = 660 Hz. 
1.9.65. N =— 10â4/10 = 100. 
| plz) 
| | 
i | 
| 
VA PV pice 
4 /// | A! 
ZZ 4/7 | 
ţ/// 4 sii | 
I-A i PIE: 
fig 1967R fig. 195£P 


= 19.660. Probabilitatea de a găsi particula pe intervalul (2, 2 + da) 
este proporţională cu timpul di cit se găsește particula în acest interval : 


C C 
dP(z) = p(a)da = Căi, p(x) = i ] 
(2) = pla) n Dl e aa () 
p= d = ZE = — uA8sin(ot + a) =+ AVI —a2/A4? = = o 42— 22, (2) 
(i) 
Y SERE + ia msiieteeem oaie 3 
p(r) Sâ (5) 


Constanta C se obţine din condiţia de normare : probabilitatea de a găsi 
particula oriunde pe intervalul (—A, A) este 1 (certitudine!) : 


A 4 $ 
i. | dP =| Dada = | Ed de i are sin | i 
e A | 
E i —A4 
9 =» de anda (a ș 
o 2 Te 
dP(2 1 


Probabilitatea de a găsi particula la extremitățile a = + A este foarte 
mare fiindcă acolo particula zăboveste mai mult: viteza scade către 
zero, particula se opreşte şi se întoarce, pe cînd prin centrul za = 0 parti- 
cula trece cu viteză maximă (vd. figura) 

x 1.9.67. Ecuația traiecioriei: 


az [72 
42 + [2 Sp (1) 
o elipsă parcursă în sens trigonometrie. 
da = Î = 007, ap = — 00, a = — 07, (2) 
P = ma = — mor = — NT, (3) 
forţa este de tip elastic cu constanta cuasielastică 
k = mo? și T= 2mV ml. (4) 


»e 19.68. În SR neinerţial legat de litt trebuie să introducem forţa 
complementară —mad. Fenaţia tundamentală a mecanicii se scrie atunci 
astiel : 
ma = — ha + mBt sau 1 + op = Bl, 02 = k/m. (1) 
Soluţia acestei ecuaţii diierențiale cu partea dreaptă este egală cu soluţia 
generală a ecnaţiei fără partea dreaptă plus o soluţie particulară a ecuaţiei 
complete. Soluția generală a ecuației tără partea dreaptă este binecunoscuta 
oscilație armonică 
I=A sin (ot + a) (2) 


cu două constante de integrare A (amphtudinea), e (faza iniţială). Soluţia 
particulară a ecuaţiei complete este de obicei de acelaşi tip ca și partea 
dreaptă. În cazul nostru se vede imediat că 


B 
z= i (3) 
2 
verifică ecuaţia, prin urmare 
B 
g=A sin (ot+o)+ tt, (4) 
[9 În 
p=ă=o A cos (at + a) + B/a?. (5) 


Determinăm constantele de inteprare din condiţiile iniţiale : la t = 0 avem 
2=0, v= 20: 


0 — A sina, 0 = 04 cosa + B/a?, de unde a=0, A = — B/o5, (6) 
B : Re 
L = ——(ot — sin ot), o = Vina. (7) 
w3 
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x 19.69. Ecuațiile diferențiale ale mișcării : 


mă == — ka + F pentru îs, 
mă = —ka pentru t> =. (1) 


În primul caz putem scrie 
sa h i 
(2 —F/l) +—(a —F|/hk)=0. (2) 
m 


Aceasta este binecunoscuta ecuaţie diferenţială a oscilatorului armonie 
cu soluţia 


p — Fl = A cos (ot + a), o =Vhjm, (5) 
v=ă=—o04 sin (ot+ a), 


unde constantele de integrare A, a se determină din condiţiile iniţiale : 
la ţ=0avem za =0şio=0: 


—F|k = A cosa, 0= — A sing, a=0, A = —FP/. (+) 
Atunci soluția devine 
zi 
p == — (1 — cosat), o = Vh/m, ts=. (5) 


Lă 


În al doilea caz soluţia este cea a coseilatorului armonie 
2 = B cos [u(t—=)+ 8], tz. (6) 


Pentru t == + cele două soluţii trebuie să dea acelaşi a şi + (trebuie să se 
racotdeze) : 


P 
Pas = — (1 — core) = B cos, 
(7) 
. 
V i= = Î pm = — Lî3) sin WT=—w DB sin 8. 
d 
Eliminind pe sin, cosf (prin ridicare la pătrat şi adunare : 
sin28 + cos28 = 1), obţinem amplitudinea cerută : 
Fr 2P |. or] SI Pasa 
B = —V2 — 2 cosoz = —!Sin pi n 0 Yim. (8) 
i vu 8 


Amintim că prin integrarea unei ecuaţii diferenţiale de ordinul + 
diferenţial (care conţine de:ivatelefuncţiei pină la ordinul n) apar n cons- 
tante de integrare, care se determină din condiţiile „.iniţiale” ca pentru 
o anumită valoare a argumentului, funcţia și primele sale n—1 derivate 
să ia valori date. În cazul mecanicii ecuaţia diferenţială este de ordinul 
doi (a — d = F!m), deci prin integrare apar două constante care se deter- 
mină din condiţiile iniţiale ca pentru t = t,, coordonata (funcţia) şi viteza 
(prima derivată) să ia valori date (poziţia iniţială și viteza inițială). 
x 1.9.70. Vom calcula energia potenţială și cinetică a sistemului resort- 
corp în funcţie de coordonata z și viteza & a corpului. 

Energia potenţială : 


E = — | ras = Vrraz= s: haz, (1) 
Li i] 
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Alungirile &(r) ale punctelor resortului cresc liniar de la zero la z de-a 
lungul resortului : 


» P 
Ci aaa ui ceda! (2) 
de unde viteza punctelor resortului : 
or) = E)= 2 (3) 


Lă 


ie cca să A . m : : 
Energia cinețică a unui element de masă dm' = ia dr va îi atunci 


1 1 m' pF? 
— dm? =—— dr 22— (4) 
2 2 1 A 
şi energia cinetică totală: 
li 
ni N n: i Mr. RENI TI 1 cd i II 
E, = mă poz rear= — mpi = ap. (6) 
2 2 15 2 3 2 


Frecvența unghiulară și perioada oscilaţiilor rezultă acum imediat ş 
(== Viu = Vi: : (m + m']3), T= 27 (m + m'/3):k, (6) 


ca şi cum o treime din masa resortului se adaugă la masa corpului. 
xx 19.71. Principiul II al dinamicii se scrie: 


i Ai 1971 Ra 
ma = — he —rv san mări +hkr=o0 
zi A I 
Lo —— + —r=0, (1) 
in m 


unde Vl/m = o este frecvenţa unghiulară a oseilatorului armonic în ab- 
senţa forţelor de frecare. Transcriem ecuaţia astiel : 
a La 0 ta Î ie 
2 Do+| jel e 0. (2) 
O m 2 
2m m 4+m 
Primii trei termeni se pot restringe ca derivata unui produs, în adevăr, 


mw Se mp %.9 
(aer!/(2m))” 55 (ere + 7 % (Pie) L. e art t2m) AS 9 - E, Z (270) pe [sr ) Pr er! (20) , 
2m , 2m 27 


Această derivată se poate scrie dintr-o dată cu ajutorul formulei lui Leib- 
nitz pentru derivata, de ordinul n a unui produs de două iuncţii. Acum 
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înmulţim ecuaţia (2) cu e”! („factor integrant”) și obţinem 
. 2 
(a eri/t2m))” ȘES (m e%1f8%)) => 0, (3) 
m 4m2 
Această ecuaţie este foarte bine cunoscută : este a oscilatorului armonie. 
S-o transcriem astfel : 
ie A pa = 
(a e'!/(2m) ) ZA (o - - [E e71/(2m4 ) ati 0, (4) 
4m? 
(j + a2y =0). 
Avem de considerat trei cazuri: 
a . zi | 
— > 0 sau o? = w2— = >10; (5) 
4m2 4m2 
sau r < 2 mi, 


avem în acest caz ecuaţia diferenţială a oscilatorului armonie cu soluţia 
cunoscută 


2) w2 — 


a eil2m) — A, cos (o't+ 3), (6) 
unde A şi « sint constantele de integrare; 
a = Age”/ll2) cos (ot + a) =— A cos (wt+ a), (7) 
A EA A gg : 


Acestea, sint oscilaţii amoriizate pseudoperiodice cu pseudotrecvenţa unghiu- 
lară : 

o! = Vo? = ram?) = Vie mu = r2 (am?) (8) 
și cu amplitudinea descrescătoare exponențial. Observăm că datorită 
frecărilor care se opun mişcării şi o întirzie, perioada creşte, deci frec- 
venţa scade (8). 

Se numeşte timp de relaxare (sau „timp de viaţă”) a oscilaţiilor, 
timpul în care amplitudinea oscilaţiilor se reduce de e = 2,718 ori: 


= ZT: (9) 


| Fig 197185 
b) Cazul o" —'r"/(4m?) < 0 sau r > 2/ mă. (10) 


în acest caz soluţia este (vd. problema 1.2.134): 
E petem — Ag ch (Vrj(4m2) — ot + a) = Cu exp Vrem — o + 
+ 0, exp 1—Vri/(4m?) = 02, 


“unde se poate trece uşor de la constantele de integrare A, a la constan- 
tele 0,3. Mişcarea este amortizată aperiodică (vd. figura) : 


lea p—r/t2m) (OeV ritm ot + Cae-Vrijimi oi. VĂ (11) 
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c) Cazul «2 — r2/(4m?) = O sau r = = 2 mă, (12) 
este un caz excepţional (de interes teoretic) : 
(ae%/02m))” = 0, (ae). = 0, petit = Out -k-0,, 

a == (018 + 0aje=ri/em), (13) 
unde am făcut integrări succesive. Mişcarea se numeşte aperiodică critică 
(graficele seamănă cu fig. 1.9.71 R,b). 

x 1,9.72. Conform principiului fundamental : 
ma = —he — ro + Po coshl sau & + d + A pe Fo cosau, (1) 
m m m 
Soluţia acestei ecuaţii diferenţiale liniare se compune din soluția generală 
a ecuaţiei fără partea dreaptă plus o soluţie particulară a ecuaţiei com- 
plete. Soluţia generală a ecuaţiei fără partea dreaptă reprezintă oscilaţiile 
libere amortizate, studiate în problema precedentă 1.9.71 : 


2 = Age”rilm cos (| kim —r2[(d m) t+ a). (2) 
Soluţia particulară este de acelaşi tip cu partea dreaptă: 
z= B cos (8t+ 8), (3) 


unde constantele B, $ se determină din condiția ca această soluţie să 
verifice ecuaţia diferenţială (1) ; 


d = — OB sin (Qi + in = — 92B cos (Qi + 8), 
B(k/m — 92) cos (Ot + ec —— Sica sin(Qt + 8) = e cn O, 
m 
(k/m — 92) B cos (Oi + B)+-— "95 cos [ou aia B spe i 22 cos 0. 


(4) 
Cele donă oscilaţii din stings egalităţii, compuse fiind, trebuie s* dea 
identic oscilaţia din dreapta. Ştim că 
A, Cos (ot 04) + Apcos (ot + ap) = A cos (ut + au), (5) 
unde 


d. ai i d dia 
A2 = Ai + A3 + 24,Ag Cos (u—aa), tga = e EIN e ea SG, 


A, COS a A- Ag COs ap 
Aplicîn/i aceste formule obţinem : 

(Po m)t= (m — 008% ++ (r2 mOPB? + 2 /m— 09) Bir m)DB cos, 
(k/m—92B sing + (r/m)0 B sin (B + 7/2) 
(:/nu—92)B cos 6 + (r/m)OB cos (B+ z/2), 


iga = 0 = 


de unde rezultţă 


P — 9r/m 
B = mii PR E , tgâ = să (7) 
m m: (em — n —02)2 02 ri m” Im — 92 
P __ Fo SPRE 
sau B= ITP 7 Ira m SIE SIRE == »Z= [(r2L (Om 719) 8 
Ori (Om Dj Oz) pi Fe 158) 
7 7 h 
toB = ——— 0 Xa = Om, A = 9 
Se i 0000 i? iti e 48) 


unde X„ = Om este resctanța inertială analogă reactanţei inductive 
A = wo (masa m corespunde inductanţei Li), Ax = k/Q este reactanța 
elastică analogă reactanţei capacitive Ac = 1/(00), (constanta elastică k 
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corespunde inversului capacităţii 1/0), Z este impedanţa mecanică analogă 
impedanţei electrice (coeficientul de rezistenţă r corespunde rezistenţei 
electrice R). Analogia dintre mărimile mecanice și cele electrice merge şi 
mai departe : eiciigaţia z corespunde sarcinii electrice g de pe condensator, 
viteza » = & corespunde intensității enrentului electric î = d, forţa f co- 
respunde tensiunii u, etc. 

Revenim la soluţia generală : 


D =s.per Till 008 (Vî/m=r2](am2)-t + 4) + 


PR iei COS (2 + aretg ei] 3 (10) 
OV r2+ (O0m—k O) Om —k/Q 
2) 
După trecerea unui timp suficient de lung, ca ordin de mărime 7 = ti 
r 


(timpul de relaxare sau timpul de viaţă), oscilaţiile proprii amortizate 
se sting şi rămîn în sistem numai oscilaţiile „forțate” (3). Prin urmare, 
la început avem un regim tranzitoriu în care coexistă oscilaţiile proprii 
cu pseudotrecvenţa 


w' = Vă mr (ame) = Vo?—r2[(4m:) (11) 
și cu coeficientul de amortizare 
r | 
E gaz seu 12 
2m ;- a) 


şi oscilaţiile forţate (3). După stingerea oscilaţiilor proprii rămine regimul 
permanent sau staționar în care există numai oscilaţiile forțate (între- 
ţinute) : 


Fo [A 
RR 008 | Qi + arcte —— 13 
OV 2 (0m—k/0)2 ( îi Stig za) dinu, 
D= ÎS SR 0PIPR sin (ou + arctg i taca = 
Vr + (om—ki9)2 Om —Kk|/O 
Ea Aaa ( + -— varetg “era m. COS (cu —arctg um NR 
Z 2 Om—k/O Z 7 
, PE. V 4 pes 
== cos (Ot—9), unde igo „LA RI a, (14) 
r P 


Să studiem puţin oscilațiile fortate : 

— Oscilaţiile forţate sint sinusoidale și nu sint amortizate (sînt între- 
ţinute, au amplitudinea, constantă), deşi în sistem există forţe de frecare, 
disipative, care transformă ireversibil energia mecanică în căldură. 

— Frecvența oscilaţiilor forţate este egală cu frecvenţa forţei peri- 
odice aplicate. 

— Amplitudinea şi defazajul oscilaţiilor forțate depind de structura 
sistemului oscilant (m, k) şi de frecvența torţei exterioare aplicate şi nu 
depind de condiţiile inițiale. 

Spre deosebire de acestea, oscilațiile proprii sînt amortizate, au 
frecvenţa proprie determinată de parametrii sistemului, amplitudinea 
şi taza lor sint determinate de condiţiile iniţiale. 

Puterea dezvoltată de forța periodică aplicată : 

N) 


P = f-v = Fu cos Qt- og cos (Di— 9) = - cos Qi cos (Di—) (15) 
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şi puterea medie (pe o € iara 

1 72 

(P>y = — “2 cesta Cos (Qi —q)> = — Pa cosg, (16) 

unde cos e este ici de putere”. Observaţi sul ta cu puterea din 
curent alternativ. 


(ig 19.72R 


Dacă frecvenţa O a forţei exterioare variază, amplitudinea oscila- 
țiilor forţate (7) variază și atinge un mazim la rezonanță (vd. figura). 
Condiţia de maxim a lui B este anularea derivatei sale. Putem deriva, 
doar ic de sub radical de la numitor în raport cu 92: 


Zi | 2 —- (h—mQ2)2] = r2 + 2(k—mQ2(—m) = 0, 
O = VEI Om?) = core = Vo?2=r0m3 < o = Vk]m. (17) 


Aceasta este rezonanța elongațiilor (analogul rezonanţei tensiunilor în 
curent alternativ), întrucit la această frecvenţă amplitudinea elongațiilor 
B este maximă (atunci şi forța elastică este maximă). Pentru aceasta 
trebuie ca amortizările să nu fie prea mari : 


r < Vomk. (18) 
La rezonanţa elongaţiilor amplitudinea maximă este 
__Fo Po —7 
Bas = te > 20 tipa = 0. (19), 
"| lim—r:/(4m2) ro 2M orez 


Ca etect al rezonanţei amplitudinea oscilaţiilo este mai mare decit elon- 
gaţia statică produsă de torţa constantă F: 


5 __ IAR Bax a Vin i ERE 1 
Botat E a în ai pp 7 IROD DA PE ZM: 9 EEE 27777 ERE E 00 
E: - A r VI—"/(4mk) V1-—r"/(4mk) 


Q = ÎL Vă = Zar, (analogul lui Q = = VII0) (20) 
Ț 
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unde Q este „factorul de calitate” al sistemului oscilant analog lui Q = 
se (1/28) 2/0 din curent alternativ, iar Z = /mk este impedanţa carac- 
teristică a sistemului oscilant (analogul lui Za = VL/0). 
Dacă amortizările sint mici, r <& V/mk, rezonanţa este foarte ascuţită, 
Baa, este foarte mare față de Pa (0 > 1). 
După cum se vede din (14) maximul amplitudinii vitezei are loc pen- 
tru frecvenţa 
O = co =Vk/m, cînd X = Xa — AX, = —k]Q=0, (21) 
atunci 
y ă ; 
Vomax = — (Zr) (22) 
. 
aceasta este rezonanța vilezelor : amplitudinea vitezei estemaximă, (analogul 
rezonanţei curenților din curent alternativ), dar în acest caz amplitudinea 
elongaţiilor B nu mai este maximă, ci 


P P 
By = — < Boa =; w' Lo. (23) 
0? or 
La rezonanţa vitezelor : 
Did si Vmi: = Q — factor de calitate. (24) 
Bta i 


Prin urmare, trebuie să distingem rezonanţa elongațiilor cînd amplitu- 
dinea B a oscilaţiilor este maximă la irecvenţa (17) : 


crea = VE rm) < o = VE mim) < o = Vilm (25) 


și rezonanţa vitezelor cînd amplitudinea 0 a vitezei este maximă la, frec- 
vența O = o = Vh/m, egală cu frecvenţa oscilaţiilor proprii, libere, în 
absența amortizării. 

Dacă coeficientul de rezistență r este foarte mic: r < |mi, atunei 
cele două rezonanţe practic coincid și au loc pentru frecvenţa 9 ov, 
maximul amplitudinii la rezonanţă va ti foarte mare și curba de rezonanță 
va fi foarte ascuţită (pentru r— 0, Bax — 00). Din (7) se vede că defa- 
zajul £ dintre oscilaţiile forțate şi forța aplicată este negativ, adică osci- 
laţiile forţate totdeauna întîrzie față de forţa exterioară. Cind O < o = 
= Vi. m, defazajul $ este în cadranul IV. Cînd O creşte, defazajul 8 creste: 
în modul. Cînd trecem prin rezonanţa vitezelor O = w, 6 = —x/2: elon- 
gaţia este în cuadratură cu forţa, în timp ce detazajul e (14) dintre forţă 
și viteză este zero, adică viteza este în fază cu torţa şi deci puterea dez- 
voltată (15) este tot timpul pozitivă. Cind O > o, p < — x/2, 6 trece 
din cadranul IV în cadranul III, iar cind 0 — co, 6 = — x, adică la 
frecvenţe foarte înalte elongaţia este în opoziţie de fază cu forţa. 

La rezonanța tilezelor (O = w) forța aplicală f = Fo cost devine 


egală în modul și de sens opus cu forța disipativă de frecare f, = —r& = 
= — ro. În adevăr, din (14) rezultă imediat 
P Om-—k 
= —ro = —r cos eu — arctg | peer a —Po cosul = —f. 
/i P zu) N 


18 — c; 73 273 


Puterea dezvoltată de torța aplicată (analoagă puterii ui din curent alter- 
nativ) este (15): 


P = fp = E: I$ cosQt-cos (Qt—9), 


; ÎN IE  IPIRRTE ESEI P 
(P) = al alu laura r Fe Z?, (cos e = 7/2). (26) 


Pe de altă parte, puterea disipată (în căldură) (analogă lui Ri? din curent 
alternativ) : 


P, = — fo = ro? = r(F3]Z) cos%(0t—9), (27) 
(PD) = r Bz = <P). 


În regim permanent sau staționar puterea mecanică medie care intră, 
în sistemul oscilant este egală cu puterea medie disipată sub formă de 
căldură. Mai mult, la rezonanța vitezelor puterea mecanică absorbită este 
în fiecare moment egală cu puterea disipată în acel moment : 


Pa £, Is costul = BP E of > — fa (28) 
Vă 


și aceste puteri sint magime, ca si valorile lor medii : 
> bi 2 | pe P VA . € 
a: max = ia J VP = < r>max> (4=> 7). (29) 


La rezonanța vitezelor sistemul oscilant se comportă ca un oscilator armo- 
nic ideal: ca și cum n-ar fi forţa disipativă si nici cea extemă aplicată: 
—f, = ro =f = Fo cost, dacă 9 = w, deci mă = — ka. 


Energia cinetică şi energia potenţială ale sistemului : 


| ss i casă 
E, = A mo = > mB?0? sin2(0t + 6), 
(30) 
Ri 1 9 i 2 2 
i see ka? = A mB? o*cos?(0t + 6), 
1 
E=E. + E, = pa mB2[Q2 sin2(0t + 8) + vo? cos29t + 6)]. (31) 
energia totală devine constantă la rezonanța vitezelor : 
B = mr: dacă O = o. (32) 
* si * 
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iaz ANEXE 


GENERALE 
+. FORMULE DE APROXIMAȚIE 
Ura +r ura... alrotyra+. 
| <1,lyl<i,lzi <a, 


dacă 


formula se obţine desfăcind parantezele și neglijind termenii de grad 
superior, care sint mici. 


E. E a.. zl— a, Sp ae pi Ia, dacă le] < 1; 
1+a% 1 —a l—a 1—a 
ga ea aa bara e îi VE ae lui, aie. L2le d, 
ax b  L+b/a) a a la 
Vi tezVilLa+ a /4=VUzr=1- af, dacă jel 41; 
zi b => 
Va 25 = Vai Za) = Va Lt a]= Va + 
UN 2 a 
dacă |b| <a,a >0. 
(d + za) (l + 22) (1 kr d). RIL+arta+ a see — Vai — Va — Va— se 


(1 + AXU + yo + 3) 


dacă zl <I, lpl<l. 
Mai general: 


1 x 
(| A+ 0) 2 e pie e EU dp Ea e li dacă |aj<l, 


r — număr real de ordinul unităţilor, de exemplu, 


1 
Vl —e 


= (0 — ana 142, dacă ja] 1, (r = — 12). 
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Pentru alte funcţii: 


g3 a? - 
SIN Da — —— 80; COSA 1 — — 31; tg 32 2+—R9, 
6 2 3 
ande z în radiani, || < 1 rad, adică 2s6, 
360” 1830 ocina a zi 
173 = = — = 57917'44"',8 2 57. 
AT TE 
a? x 
e xl+p+-—a1+, dacă |z]<l; 
qi — esa z1+aIna,dacă |elna| < 1; 
2 
In(14+9)22 bar RE AD dacă |z| 41. 
2, ALFABETUL GHEGESC 
| alta A A niu Y N 
beta 8 B xi E Co) 
| gama " i omicron o O 
| delta h) A pi Li II 
| epsilon e >) To e) p 
zeta q 7, sioma 0; 6 > 
eta 1 H | tau a: T 
teta 6, 3 (0) ypsilon î) 4 
iota L I fi e) W 
kapa % IS hi Y N 
lambda pi A psi N) SI 
miu u M omega (a) (9) 
3. MULTIPLI ŞI SU BMULTIPLI 
Multipli Unităţi | Submultipli Unităţ | 
deca- da- 10 deci- d- 10-1 | 
hecto- h- 102 centi- c- 102 
kilo- k- 105 mili- m- 102 | 
mega- M- 10% mMicro- u- 10% | 
giga- G- 10? nNano- n- 10% 
tera- R- 1012 pica- p- 1022 | 
peta- p- 1015 femto- f- 10-15 | 
exa- E- 1019 ato- a- 1016 | 


4. CÎTEVA UNITĂŢI DE MĂSURĂ 
Li rul cu simbolul L este definit astăzi ca fiind identic cu 1 dms. 


Anul-lumină: 1 an-lum. = 9,510! km. 
Parsecul 1 parsec = 30,8-10!2 km. 
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Torrul sau mm Hg este presiunea exercitată de o coloană de mercur înaltă de 1 mm 
Ha temperatura de OC în cimpul gravitațional normal gn = 9,80665 m/s:: 


k m 
1torr = 1 mm Hg= [og91] = 13595,1—8 + 9,80665 —.10- m= 
m? s? 
400 
= 133,322 Pa = 133,3 Pa = i: Pa. 


“Densitatea mercurului la WC: 13595,1 kg/m? şi la 20C: 13545,9 kg/m?. 
Atmosfera fizică : 
1 atm = 760 torr = 101325 Pa = 1,013-10 Pa. 
Milimetrul coloană de apă: 
1 mm H.0=9,8 Pas13,6 torr, 


1 atm = 10,33 m H.0. 


Caloria internațională : 


1 ” 
1 cal = —— Wh = 4,1863 ]; 1 J] = 0,24 cal. 
5bU 


Kelvinul, unitate de temperatură termodinamică, este fracțiunea 
1/273,16 din temperatura termodinamică a punctului triplu al apei. 
Relaţia dintre scările Kelvin şi Celsius : 


DK) = 273415 LiP0]= Tit, 
[e.d 


unde « — 1/273,15 K-1 = 0,003661 R-! este coeficientul de dilatare izo- 
bară a gazului pertect. 


Unitatea atomică de masă : 


| : un iad ai 
lu = Peri masa atomului PO = 1,6605402.10-27 kg = 


î. 


— 931,4943 MeV = 1,4924191-10-» J, 


d 


lu 2 1,66:10-27 kg z 931,5 MeV z 1419-10» J, 


lu = 10-2/N,, unde N, = 6,0221367.-10% mol-t — constanta lui Avo- 
gadro. 

Molul este cantitatea de substanţă (materie) a unui sistem care conține 
atitea entităţi elementare ciţi atomi există în 12 g de carbon 12.Entităţile 
elementare pot ti atomi, molecule, ioni, electroni, alte particule sau gru- 
puri specificate de asemenea particule. 

Masa molară u [kg/mol] şi masa moleculară M [u] sint legate prin 
relaţia : 

u(kg/mol] = 10-* M(u]. 
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Candela este intensitatea luminoasă, într-o direcţie dată, a unei surse 
care emite o radiaţie monocromatică cu frecvenţa 540 . 10'2 Hz şi a cărei 
intensitate energetică în această direcţie este de 1/683 W sr. 

Becquerelul este unitate Sl pentru activitatea (A) unui radionuclid : 


1Bq =1s-. 


Unitatea mentinută temporar curie : 1Ci = 3,7-10% By. 
Gragul este unitate SI pentru doza absorbită(.D) de radia, ii ionizante : 


1Gy =1 Ik. 


Unitatea menţinută temporar : 1 rad = 10-2 Gy. 
Sievertul este unitate SI pentru echivalent de cauză absorbită( 7): 


15v=.1 d/kg. 
Unitatea” menținută temporar : 1 rem = 10-2 Sv. 

Ronigenul este o unitate specială menţinută temporai și folosită 

pentru a exprima expunerea la radiaţiile X sau v: 
1 R = 2,58.10-4 C/kg. 

Doza echivalentă (B) serveşte pentru evaluarea pericolului iradierii 
și este egală cu doza absorbită (D) înmulțită cu coeficientul mediu de 
calitate Q a iradierii unui ţesut biologic: 

Forma radiației Q 


| 
Raze N și y | 1 
Electroni și pozitroni | 1 
| 
| 
PCL 2-9 ie. VAI, 


Neutroni cu E < 20 keV 
Neulroni cu 0,1 MeV < E <10 MeV 
Radiaţii a 


Fondul natural al radiaţiei produce o putere a dozei de expunere 
între 1 și 5 nC/(kg.h) sau între 10 și 50 u0/(kg.an). 


Doze permise maxime : 


pe 
i 


| 
| Toată viața 1 an | 3 lun __] 1 săptămînă! 
| 
| 


300 mSv 50 mSv gta 30 mSv | 1 mSv 


5. CONSTANTE FUNDAMENTALE 
Viteza luminii în vid în sisteme de referință inerţiale : 
c = 2,99793458.10% m/s  3,00.10 m/s. 


2783 


Constanta lui Planeh : 


h == 6,6260755-10-% J.s 


IR 


6,63-10-% J.s, 


] 
= —— = 1,0545727.10-4 Is e 1,05-10-4 Is. 


27 
Sarcina elementară : 


e = 1,60217733.10-10 = 1,60.10-10. 


Il 


Constanta gravitațională : 
y = 6,67259.10-11 N.m?/kg? = 6,67.10 -11 N.m2/kg?. 
Constanta lui Boltemann : 
l; = 1,380658.10-2% J/K = 1,38-10-2% J/K. 
Constanta lui Avogadro : 
Na = 10-3/u = 6,0221361.1023 mol-! = 6,02.1023 mol. 
Constanta universală a gazelor : 
R = kNa = 8,314510 J/(mol.K) = 3,3 J/(mol. FR). 
Condiţii normale ale gazelor înseamnă : 
temperatură normală : TD, = 273,15 K = V,00“C, 
presiune normală : Pg =— 101325 Pa = 760 tor = 1 atm. 
Volumul molar al gazului perfect în condiţii normale : 
Vuo = RTolpo = 22,4141-10-3 m?/mol 22,4 m3/kmol. 
Numărui lui Loschmidt : 
L = Poi(k To) = Na /Vuo = 2,68676 . 10% m-2 & 2,69.10% m-3. 
Permitivitatea vidului : 
e; = 8,854187817-10-:2 Fm  8,85-10-: F/m. 
Permeabilitalea vidului : 


ko = 4n-10-7 H/m  1,26-10-% H/m, eoug = 1/c2. 
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Constanta lui Faraday : 
PF = Nae = 9,6485309.104 C/Eq = 96,5-103 C/Eq. 
Masa de repaus a electronului : 
me = 9,1093897.10-31 kg = 9,11.10-31 kg. 
Sarcina specifică a electronului : 
e|m, = 1,15881962.1011 C/kg = 1,76.1011 C/kg. 
Masa de repaus a protonului : 
mp = 1,6726231.10-% kg a 1,67.10-27 kg. 
mlm, = 1836,152701 «= 1836. 
Masa de repaus a neutronului : 
Ma = 1,6749286.10-27 kg  1,67.10-7 kg. 


mam, = 1838683662 « 18387. 


mec 


= 1,0973731534-107 m-l, 
8 eghse 


Constanta lui Rydlerg: Ra = 


Ra = 1,09677583-107 m-i, R  1,10.107 m-1. 
Raza primei orbite Bohr: 


%2 
p, = ATS — 5,29171249-10-4 m & 0,53-10- m. 


Mee? 


Lungimea de undă Compton: 


3 h 
a electronului A, = —— = 2,42631058-10-12m  2,43-10-12 m, 
mec 
a protonului A, = i = 1,32141002.10-15 m =1,32.10-15 m. 
me 


Raza clasică a electronului: 


e2 
r, = == 2,817941.10-%5m = 2,82.10-1%5 m. 
TE Somac? 
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Constanta structurii fine : 


e? 1 


Magnetonul lui Bohr : 


el 
2, 


ue = 


— 0,92740154-10-2% A-m? 


Magn etonul nuclear : 


1. MECANICĂ 


1.1. Citeva date asupra Pămintului 


Presiunea atmosferică normală 
Densitatea aerului uscat în CN 
Viteza sunetului în aer uscat în CN 
Acceleraţia gravitaţională: normală 

la nivelul mării și paralela 45 

la ecuator 

la poli 
Raza ecuatorială a Pămintului 
Raza polară a Pămîntului 
Volumul Pămintului 
Paza medie a Pămîntului 
Densitatea medie a Pămîntului 
Masa Pămîntului 
Aria uscatului (29,2% din suprafața torestră) 
Aria oceanelor (70,8% din suprafața terestră) 
Volumul oceanelor 
Masa atmosferei 
Viteza unghiulară medie de rotaţie a Pămintului 
Perioada rotației proprii 
“Cimpul magnetic terestru B 
Momentul! magnetic dipolar al Pămintului 
Viteza orbitală medie a Pămintului 
Distanţa medie pină la Soare 
Durata anului 
înclinarea ecnatorului faţă de orbită 
Distanţa pină la Lună 
Acceleraţia gravita țională, pe Lună 

pe Soare 
Densitatea fluxului de energie radiantă solară pe supralața 
Pămintului 


Ameghe 137,036 


1 


137. 


z 0,927-10-23J/7. 


= 5,0501866- 10-27 A-m? = 5,05.10-27J/T. 


101325 Pa 
1,2928 hg/m? 
331,4 m/s 
9,80665 m/s? 
9, 80616 m/s? 
9,7805 m/s? 

9 8322 m/s? 
6378 km 

0357 km 

1,087 -1021 m3 
6371 km 

5522 kg/m? 
5,983 .1024 kg 
1,49 -105 hm? 
3,61 -10% km? 
1,37 :10% kmâ3 
5,27 1015 kg 
7,292 -10-5 rad/s 
23 h 56 min 4,1 s 
5,7105 1 
8,1102 A m? 
29,770 km/s 
149,46 105 km 
365,26 zile 
29227! 

384,4 10% km 


1,62 m/s? 
271 m/s? 


1340,W/m2 
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| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


| Apă de mare 
| Argint lichid 
| Aur lichid 


1.2. Densităţile unor substanțe în kg/m3 


Slide (la temperatura camerei: 17-- 23*C) 
(ultimele două cifre nu sînt peste tot exacte) 


Cuarţ topit trans- 


parent 2200 
Cupru 8890 
Diamant 3500 

Duraluminiu 2500 
Ebonită 1200 
Fier 7800 
Fontă 7000 — 7100 
Gelatină 1300 
Gheaţă (0*C) 917 
Gratit 2300 
+ Granit 2700 
In var 8000 


Alamă 8400 — 8500 
Alnico 7100 
Aluminiu 2700 
Argint 10400 
Astalt 1400 
Aur 19300] 
22 carate 17500, 
= SR 11300 | 
Azbest 2400 | 
Bachelită 1250-1340 | 
Beton 2200 | 
Cărămidă 1800 
Cărbune antrucit 1600 | 
,, bitumen 1400 ! 
Cărbune de lemn 400 
a ,, retortă 1900 
Cauciuc 940 | 
Ceară de albine 950 | 
3 >, laborator 1000 | 
Ceară roşie l 1800 
Celuloid 1350 — 1400 | 
Cenuşă de lemn 750 
Chihlimbar 1100 
Constantan 3400 
Cositor 7300 | 
Cretă 2400 | 
Cuarţ cristalin 2600 


>, topit semi- 
transparent 


Acetonă 
Acid sulfuric 
concentral 

Aer lichid 
(—194*C) 
Alcool etilic 
,, metilic 
Anilină 


|! Acetilenă 


Acid clorhidric 
Aer 

Amoniac 
Argon 

Azot 

Bioxid de azot 


2100 


ni E ci 


= 
[ie] 
IN 


810 


Lemn uscat: 


; bambuc 400 
;, brad 600 
Lemn uscat: 

>; cedru 550 
>» fag 750 
>, mesteacăn 700 
3. pin 500 
> stejar 700 — 800 
Manganină 8400 -- 2500 
Marmuă 2700 
Mercur solid 14190 


(—39C) 


Mica 2800 — 2900 
Neusilber 8400 
Nichel 8500 — 8900 
Lichide (la 15%) 
Benzen 850 — 880 
» Benzină 700 — 900 
IEter 720 — 736 
Glicerină 1260 
Lapte 1030 
Petrol 500 
;, lampant 
(lerosin) 780 — 800 


1020-1030 
1025 — 1030 


930 | 


17200 | 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


Gaze (în condiţii normale) 


Bioxid de carbon 1,9768 | 
Brom 7,139 

! Clor 3,220 
Fluor 1,690 
Heliu 0,1785 
Hidrogen 0,0599 


pipi pipi i ii pda nemai ide 


| 
| 


Nichelina 8800 
Nicrom 83 00 — 8400 
Nylon 1140 
Otel carbon 

(<1% C) 7800 
Oțel moale 7900 
Paratină 400 
Permalloy R600 
Platină 21450 
Platină-iridiu 21500 
(90/19) 
Pleaislas 1180 — 1200 
Plumh 11:40 
Plută 200 —250 
Polietilenă 920 =- 930 
Polistirol 1054-1070 
Porţelan 2300 
Sare de bucătărie 2100 
Smoală 1100 
Spat de Islanda 2700 | 
Sticlă 2400 — 28300 
Sult (amorf) 1920 | 
Supermalloy 8900 
Wolfram (sirmă) 19300 


Zinc 


Sulfură de carben 


Terebentină 
Uiei animal 
> de in 

>; măsline 


Ulei de parafină 


, Ticin 


Hidrogen sulfurat 


K:ipton 
Metan 
Necu 


Oxid de carbon 


Oxigen 
Nenon 


282 


7000 — 7100 


1210 

550 — 570 
900 

950 

020 

$00 

450 


1,539 
3,68 

0,7167 
0,900 

1,2502 
1,429 
5,85 


| 
| 
| 
| 
| 
| 


| 
| 
| 
| 
| 


1.3. Densitatea apei (în kg/m?) la diferite temperaturi 


| E îi 9, kg/m5 | 4“ p; kg/m* | i, %3 9, kg/m? 
| | 
| —4 999,5 | 3 sau 5 999,965 | 60 982,31 
E. 999,6 4 999,973 | 70 977, 79 
ai 999, 7 | 10 999,700 || 80 971,80 
| puii 999,8 | 20 998, 203 90 965,31 
| 0 999,841 || 30 995,646 | 100 958,35 
| 1 sau 7 999'902 || 40 992,21 | 150 917,3 -| 
| 2sau 6 999,941 || 50 988,04 || 200 862,8 
[iei Di Se cana da eee iii 00 RIN AI 
4, Pioyrietăţile elastice ale unor materiale (a 18*C) 
| | 
| Moduiul Modulul | Coef. Modulul de | 
Materialul Young de lunecare Poisson | compresib. | 
E, 101 N/m? | G, 10: N/m2 u | K, 1010 N/m2 | 
e 9 n ACIDE RO PR RIN „AER NE PR ———| 
| Aluminiu 7,05 2,62 0,345 7,58 
| Argint 8, 27 3,03 0,367 10,4 | 
| Aur 7,8 2.7 0,44 i.7 
! Bronz (66% Cu) = 10 = 3,5 =0,37 11,2 | 
| Uauciuc = 0,00032 = 0,00010 | 0,47 — 
| Constantan | 
(60% Cu+-40% Ni) 16,3 6,11 | 0,327 15,7 
| Cuarţ 7,3 3,1 | 0,17 3,7 | 
"Cupru 12,98 4,833 0,343 13,76 | 
| Fier 21,2 8,2 | 0, 29 16,9 | 
! Fontă =11,5 44 =0,27 9,6 | 
' Manganină 12,4 4,65 | 0,334 12,4 | 
| Nichel | 20,4 7,9 0,280 16,1 | 
"Otel (1% C) i 210 310 | 0,293 16.88 
| Otel moale 21,0 8,12 0,291 16,78 | 
| Platina 16,8 6,1 0,377 22.5 | 
+ Plumb 1,62 0, 562 0,441 4,6 
! Stielă 6 | 3,1 =0,25 3,75 | 
| Zine 9,0 3,6 0,25 6,0 | 
| 


Gheaţa (—2C) E = 0,28-1010 N/m?; stejar E = 1,3:1010 N/m:; pin E= 09.10% 
N/m?; mase plastice IE n 0,2-1010 N/m?. 


1.5. Coeiicienţi de irecare la lunecare 1 


| Bronz pe bronz 0,20 Curea de piele pe roată | 
' Bronz pe fontă de fontă 0,56 
(slab uns) 0,19 Oțel pe gheaţă 0,02 
lemn pe lemn (stejar) 0,50 Oțel pe oţel 0,13 | 
! Lemn pe pămint uscat 0,71 Cărbune pe cupru 0,25 | 
| Cărămidă pe cărămidă 0,65 Fontă pe fontă (slab uns) 0,15 | 
E, | 
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1.6. Viteza sunetului (în m/s) 


Solide 


c4 — viteza undelor longitudinale într-o bară, 


7 . . . i pe 
cy — viteza undelor longitudinale într-un mediu nemărginit, 
cy — vileza undelor transversale. 


cz | LH C4 
Alamă 3100 4500 2100 
Aluminiu 5240 6400 3130 
Argint 2800 3700 1694 
Cupru 3600 | 4700 — 
Fier 5130 | 5900 — 
Lemn 3600 — 4000 | == — 
Nichel 4900 | EI Est 
Oțel 5100 0000 — 
Platină 2800 | 3960 5 
Sticlă (crown) 5000 5700 | 3300 
Zinc 3800 p. 4170 | ta 


Valori extreme: granit 6000 
cauciuc vulcanizat (0*C) 54 


Lichide 
Acetonă 25*C 1170 Heliu —269,8%C 179,8 
Alcool etilic 20*C 1177 Mercur 20*C 1451 
>; metilic 20*C 1122 Petrol 25*C 1225 
Anilină 20*C 1659 Sulfura de carbon 25*C 1149 
Apă 0*C 1407 Tetracloruiă de carbon  25*C 930 
Benzen 25" 1295 Toluen 25*C 1300 


Gaze (0*C) 


Aer (uscat) 331,46 H, 1286 Ne 333, 64 
(09) 337,6 0, 315 CH, 430 
CO, 260 NHg 415 
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„ Principiile mecanicii . 

. Cinematica şi dinaniica punctului material 
Mișcarea rectilinie uniformă . 
Miscarea rectilinie uniform variată 
Mişcarea sub acţiunea greutăţii 
Forțe de frecare 
Mișcarea circulară. 

Forțe elastice. 
Cimpul gravitațional. 

„3. Emergia mecanică . 

.. Impulsul mecanic . 

„ Momentul cinetic. . 

„ Mecanica rigidului . 

Echilibrul mecanic. 

„ Mecanica fluidelor . 

Hidrostatica 
Hidrodinamica . 

Oscilaţii și unde. 

Oscilaţii mecanice. 

Unde elastice. 
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. Multipli şi submultipli. 
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